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Introduccion



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de Lenguajes

En esta seccion se definen los principales conceptos de teoria de lenguajes que
sirven de base al contenido de las secciones posteriores.

1.1.1. Conceptos basicos

Alfabeto: Un alfabeto, denotado como ¥, es un conjunto finito y no vacio de sim-
bolos.
Por ejemplo, el alfabeto 3 = {1,0} estd formado por los simbolos 0 y 1.

Cadena: Una cadena es una sucesion finita de simbolos del alfabeto.
Por ejemplo: 11 y 101 pueden ser cadenas sobre el alfabeto 3.

Lenguaje: Un lenguaje es un conjunto de cadenas definido sobre un alfabeto.

Por ejemplo: el lenguaje de la representaciéon binaria de todos los niimeros pares
L = {w|last(w) = 0}, last(w) representa el ultimo caracter de la cadena w.

Dados los conceptos basicos, ahora es necesario definir las operaciones bésicas
entre los elementos de la teoria de lenguajes.

1.1.2. Operaciones con Lenguajes

Como los lenguajes son conjuntos, todas las operaciones sobre conjuntos también
se definen para lenguajes.
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Unién: La unién de dos lenguajes L1 y Lo se define como el conjunto de cadenas
que pertenecen a Ly o a Lo:

Llung{w\w€L1Vu}€L2}.

Interseccion: La interseccién de dos lenguajes Ly y Lo se define como el conjunto
de cadenas que pertenecen a L1 y a Lo:

LlﬂLQZ{w|wEL1/\w€LQ}.

Concatenacion: La concatenacién de dos lenguajes L1 y Lo se define como el
conjunto de cadenas que resultan de concatenar una cadena de L con una cadena de
Lo:

LioLy={wjws|wy € L1 AN wy € La}.

Complemento: FEl complemento de un lenguaje L se define como el conjunto de
cadenas que no pertenecen a L:

L={w|wé¢L}.

Clausura de Kleene: La clausura de Kleene de un lenguaje L se define como el
conjunto de cadenas que resultan de concatenar cero o més cadenas de L:

*=A{wiwy...wy|n>0yw; € L}

Homorfismo: Dados un alfabeto ¥ y un alfabeto I', un homomorfismo es una
funcion:
h:¥*—T*

tal que:

1. Para cada a € ¥, h(a) es una cadena en I'*.
2. Para cualquier par de cadenas u,v € X*, se cumple que:
h(uv) = h(u)h(v),
es decir, el homomorfismo preserva la concatenacion.

Por ejemplo sobre el alfabeto ¥ = {a,b}, se define el homomorfismo h, tal que
h(a) =0y h(b) =1, entonces h(ab) = 01.

Todos los conceptos anteriormente planteados definen la base de la teoria de len-
guajes y de estos se derivan algunas preguntas como determinar si una cadena perte-
nece a un lenguaje o determinar si un lenguaje es vacio. A continuacién se presentan
3 problemas que seran usados en el desarrollo de este trabajo.
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1.1.3. Problemas relacionados con Lenguajes

Los problemas relacionados con la teoria de lenguajes permiten vincular los pro-
blemas de otra naturaleza con su representacién en la teoria de lenguajes formales.

Problema de la palabra: Consiste en determinar si una cadena pertenece a un
lenguaje dado.

Todo problema en Ciencia de la Computacion puede ser reducido a un problema de
la palabra, ya que cualquier problema puede ser codificado como un lenguaje formal
[10].

Problema del vacio: Consiste en determinar si un lenguaje es vacio.

Problema de la equivalencia: Consiste en determinar si dos L; y Lo lenguajes
son iguales (es decir si se cumple que Ly C Lo ALy C Ly).

En la proxima seccién se presentan las gramaticas, un mecanismo que permite
definir un lenguaje.

1.1.4. Gramaticas

Una gramatica es un formalismo utilizado para describir lenguajes formales. Se

define como una 4-tupla:
G=(N,X,P,S),

donde:

= N: Esun conjunto finito de simbolos no terminales, que representan variables
o categorias intermedias.

= 3 Es un conjunto finito de simbolos terminales, que constituyen el alfabeto
del lenguaje. Se cumple que NN = ().

= P: Es un conjunto finito de reglas de produccién, cada una de la forma:

a—f, donde a€ (NUX)"ALe(NUX)™.

= S: Es el simbolo inicial, S € N, que define el punto de partida para derivar
cadenas del lenguaje.

Una derivacion en la gramética consiste en seleccionar una regla de produccién
a — [y sustituir una ocurrencia de o en una cadena w por f3.

Una cadena w, w € ¥*, se puede generar por la gramatica G si existe una secuencia
de derivaciones que comienza con S y termina con la cadena w.
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El lenguaje generado por una gramatica GG se denota como:
LG)={weX*| S5 w},

X . . . .z ’
donde — indica una derivacion en cero o mas pasos.
A continuacién se presenta la jerarquia de Chomsky, que clasifica a los lenguajes
formales de acuerdo con su poder de generacion.

1.1.5. Jerarquia de Chomsky

La Jerarquia de Chomsky (Figura 1.1) clasifica las graméticas en cuatro tipos,
segun las restricciones en sus reglas de produccion y la capacidad expresiva de los
lenguajes que generan [8].

1. Tipo 0: Gramaticas irrestrictas

= No tienen restricciones en las reglas de produccion.

» Cada regla tiene la forma: a — (3, donde o, € (NUX)* v o # €.

= Todo lenguaje generado por una gramatica irrestricta se denomina len-
guaje recursivamente enumerable.

2. Tipo 1: Gramaticas dependientes del contexto

» Cada regla tiene la forma: aAy — afy, donde A € N, a, 5,7 € (NUX)*,
y |8l =1.

= Todo lenguaje generado por una gramatica dependiente del contexto se
denomina lenguaje dependiente del contexto.

= Todo lenguaje dependiente del contexto es también un lenguaje recursiva-
mente enumerable.

3. Tipo 2: Gramaticas libres del contexto

» Cada regla tiene la forma: A — 3, donde A€ Ny g€ (NUX)*.

= Todo lenguaje generado por una gramatica libre del contexto se denomina
lenguaje libre del contexto.

= Todo lenguaje libre del contexto es también un lenguaje dependiente del
contexto.

4. Tipo 3: Gramaticas regulares
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Tipo 0
Tipo 1

Figura 1.1: Esquema de la Jerarquia de Chomsky

= Las reglas tienen la forma:
A—aB o A—a,

donde A, Be N yaecX.

= Todo lenguaje generado por una gramatica regular se denomina lenguaje
regular.

» Todo lenguaje regular es un lenguaje libre del contexto.

Las diferencias entre los elementos de la Jerarquia de Chomsky se pueden ilustrar
con el lenguaje Copy sobre un alfabeto X, que se define como Legpy = {w™ |w € Z*}.
Si se toma un caso particular de Lepy, al cual se le llama L, = {w" |w € Z*}, Léopy
gopy es un lenguaje libre del contexto y por

ultimo ngopka > 3 es un lenguaje dependiente del contexto [10]. El lenguaje Leopy
se usa en los restantes capitulos como base de formalismos que describen el tema
analizado en este trabajo.

En la préxima seccion se presentan los principales conceptos relacionados con las
gramaticas libres del contexto y las gramaticas regulares. Estos contenidos sirven de

base para el resto de los capitulos y secciones.

es un lenguaje regular, mientras que L

1.2. Autématas

Un autéomata es un modelo de computo en la teoria de lenguajes. En esta seccion
se abordan los principales conceptos sobre los autématas.

1.2.1. Autémata regular

Un autémata regular [10], también conocido como autémata finito, es un modelo
matematico que permite reconocer lenguajes regulares. Este tipo de autémata se
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define como una maquina abstracta que procesa cadenas de simbolos de un alfabeto
finito y determina si una cadena pertenece a un lenguaje regular.
Un autéomata regular se define como una 5-tupla

'A = (Q?z]?é?q()?F)’
donde:

= (): Es un conjunto finito de estados.

Y: Es el alfabeto finito de entrada.

0: Es la funcién de transicién, o : Q) x ¥ — @), que define como el autéomata
cambia de estado en funcién del simbolo leido.

qo € Q: Es el estado inicial desde donde comienza la computacion.

F C @Q: Es el conjunto de estados de aceptacién o estados finales.

El autéomata comienza en el estado inicial ¢y y procesa una cadena de entrada
simbolo por simbolo. En cada paso, la funciéon de transiciéon 6 determina el siguiente
estado del automata. Si, después de procesar toda la cadena, el autémata termina
en un estado de aceptacion q € F', entonces la cadena se acepta; de lo contrario, se
rechaza.

Se puede extender el concepto de autémata finito anadiendo un nuevo tipo de
transiciéon que no consume ningun caracter, la cual recibe el nombre de transicion e.
Se puede demostrar [10] que el conjunto de lenguajes reconocido por un autémata
finito sin transiciones e (autdmata finito determinista) es equivalente al conjunto de
lenguajes reconocido por un autémata finito con transiciones e (autémata finito no
determinista).

A continuacién se presenta el concepto de autémata que reconoce a los lenguajes
libres del contexto.

1.2.2. Autémata de pila y Gramaticas libres del contexto

Un autémata de pila [10] es un modelo matemético de computaciéon que extien-
de los automatas finitos al incluir una estructura de datos adicional: una pila. Este
modelo es capaz de reconocer lenguajes libres de contexto, proporcionando una cone-
xién directa con las gramaticas libres de contexto CFG. Es decir dada una gramatica
libre del contexto se puede construir un autéomata de pila que reconozca el lenguaje
generado por la gramética y viceversa [10].
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Un autémata de pila se define como una 7-tupla
‘A = (Q? 27F76’ qO’ ZO7 F)?

donde:

@: Es un conjunto finito de estados.

Y: Es el alfabeto finito de entrada.

I': Es el alfabeto finito de la pila (conjunto de simbolos que se pueden almacenar
en la pila).

d: Es la funcién de transicion, 6 : Q x (X U{e}) xT'— P(Q x T'*), que describe
cémo cambia el estado, el contenido de la pila y la posicién en la entrada.

qo € Q: Es el estado inicial desde donde comienza la computacion.

Zy € I': Es el simbolo inicial en la pila.

F C @Q: Es el conjunto de estados de aceptacién o estados finales.

Un automata de pila procesa una cadena de entrada desde el estado inicial gq
y puede utilizar transiciones e (sin consumir entrada). En cada paso, la funcién §
determina el nuevo estado, los simbolos que se insertan o sacan de la pila, y el avance
en la entrada. Tras procesar toda la cadena, el automata termina en un estado de
aceptacion o con una pila vacia (dependiendo del criterio de aceptacion), la cadena
se acepta.

A continuacién se presenta una combinacién de un autémata finito con un homo-
morfismo.

1.2.3. Transductor finito

Un transductor finito [9] es un modelo computacional que extiende los autématas
finitos al incluir tanto entradas como salidas. Formalmente, un transductor finito es
un autéomata finito con una funcién de transiciéon extendida que asocia una salida a
cada transicion.

Un transductor finito puede representarse como una 6-tupla:

T = (Q727F767q07F)7
donde:

= () es el conjunto finito de estados.
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Y es el alfabeto de entrada.

I' es el alfabeto de salida.

0:Q xX— QxI" esla funcién de transicion, que mapea una combinacion de
estado actual y simbolo de entrada a un nuevo estado y una salida.

= g € (Q es el estado inicial.
s F'C Q@ es el conjunto de estados finales.

Observe que un homorfismo es un transductor finito de un solo estado y tantas
transiciones hacia el mismo estado como transformaciones de simbolos en el homo-
morfismo.

Por ejemplo se define el siguiente transductor finito 7"

T = ({qo,th},Z,F,(S’ QO7Q>7

donde:

» Q={q0,91,92} es el conjunto de estados.

Y = {a,b} es el alfabeto de entrada.

['={0,1} es el alfabeto de salida.

0 es la funcién de transicion definida por:

qo es el estado inicial.

F ={q} es el conjunto de estados finales.

Entonces la cadena aaaabbbbb es reconocida por T'y T'(aaaabbbbb) = 000011111.
A continuacién se describe el modelo de computo més general que describe el resto
de los elementos de la Jerarquia de Chomsky.
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1.3. MaAquina de Turing

Una Maquina de Turing [10] es un modelo abstracto de computacién universal
introducido por Alan Turing en 1936. Este modelo consiste en los siguientes compo-
nentes:

= Cinta: Un medio de almacenamiento infinito dividido en celdas, donde cada
celda contiene un simbolo de un alfabeto finito.

» Cabezal de lectura/escritura: Un dispositivo que puede leer el contenido de
una celda, escribir un nuevo simbolo y moverse a la izquierda o derecha.

= Conjunto de estados: Una coleccién finita de estados internos que describen
la configuracion actual de la maquina.

» Funcién de transicién: Un conjunto de reglas que determinan cémo la ma-
quina cambia de estado, escribe en la cinta y mueve el cabezal en funcién del
estado actual y el simbolo leido.

Maéquina de Turing determinista (DTM): FEn una Maquina de Turing deter-
minista, para cada estado y cada simbolo leido, existe como maximo una transicion

definida.

Maquina de Turing no determinista (NTM): En una Mdquina de Turing no
determinista, para cada estado y simbolo leido, pueden existir miltiples transiciones
posibles.

La Maquina de Turing es fundamental en el estudio de la computabilidad, ya que
establece un marco tedrico para definir qué problemas son resolubles mediante algo-
ritmos. Este modelo formaliz6 el concepto de funcion computable, es decir, aquellas
funciones que pueden ser calculadas mediante una secuencia finita de pasos definidos
por una méaquina de Turing [10].

Todas las operaciones con lenguajes y los problemas relacionados con ellos tie-
nen una dificultad y para medir esta dificultad se utiliza un marco tedrico llamado
complejidad computacional, el cual se presenta en la préoxima seccion.

1.4. Complejidad computacional

En esta seccion se definen los principales conceptos de complejidad computacional
y las clases de problemas.

A continuacién se presenta una notacién para describir el tiempo que demora un
algoritmo en realizar determinado computo.
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1.4.1. Notacion asintotica

La notacién asintética se utiliza para describir el comportamiento de una funcion
f(n) a medida que n crece hacia el infinito. A continuacion se definen las notaciones
mas comunes:

» Notacién O(f(n)): Una funcién g(n) pertenece a O(f(n)) si existen constantes
positivas ¢ y ng tales que:

g(n) <c-f(n) paratodon > ng.
Esta notacién proporciona un limite superior asintético para g(n).

» Notacién Q(f(n)): Una funcién g(n) pertenece a £2(f(n)) si existen constantes
positivas ¢ y ng tales que:

g(n) >c- f(n) para todo n > ng.
Esta notacién proporciona un limite inferior asintético para g(n).

» Notacién O(f(n)): Una funcién g(n) pertenece a O(f(n)) si:

g(n) €O0(f(n)) vy gn)€Q(f(n)).
Es decir, f(n) acota a g(n) tanto superior como inferiormente.

La notacién asintotica permite describir el tiempo de ejecuciéon un algoritmo con
respecto al niimero de operaciones basicas realizadas por un modelo formal de cémpu-
to (por ejemplo una méaquina de Turing). Algoritmos como determinar el minimo y
el méximo de un arreglo son ©(n), ya que necesitan realizar una cantidad n de ope-
raciones basicas en relacién con la cantidad de elementos del arreglo.

Se dice que un algoritmo tiene un tiempo polinomial si puede resolverse en una
complejidad de O(n*), donde n es el tamaiio de la entrada del algoritmo y k es una
constante. Por ejemplo encontrar el minimo y el maximo de un arreglo tiene un tiempo
polinomial.

En la préxima seccién se presenta la clasificacion de los problemas de acuerdo a
su complejidad computacional.

1.4.2. Clases de problemas

Los problemas computacionales [10] se agrupan en diferentes clases segin los re-
cursos necesarios para resolverlos.
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Problemas en la clase P: Un problema pertenece a la clase P si puede resolverse
en tiempo polinomial.

Problemas en la clase NP: Un problema pertenece a NP si su solucion puede
verificarse en tiempo polinomial mediante una Maquina de Turing determinista. Al-
ternativamente, un problema estd en NP si puede resolverse en tiempo polinomial
mediante una Maquina de Turing no determinista [10].

Problemas en la clase NP-Completo: Un problema pertenece a la clase NP-
Completo, si pertenece a NP y ademas es tan dificil como cualquier otro problema en
NP. Esto significa que cualquier problema en NP puede reducirse a este problema en
tiempo polinémico [10].

Problemas en la clase NP-Duro: Un problema pertenece a la clase NP-Duro,

es tan dificil como cualquier otro problema en NP, pero no necesariamente pertenece
a NP [10].

Problemas no decidibles: Un problema es no decidible si no existe una Maquina
de Turing que pueda resolverlo correctamente para todas las entradas posibles. Esto
significa que no hay algoritmo que garantice una respuesta en tiempo finito en todos
los casos [10]. Un ejemplo cldsico de problema no decidible es el Problema de la
Parada [10], que consiste en determinar si una Méquina de Turing se detendra para
una entrada dada.

En la siguiente seccién se realiza la comparacion entre las clases P y NP.

1.4.3. P vs NP

La relacion entre las clases P y NP es uno de los problemas abiertos mas impor-
tantes en la teoria de la computacién [10]. Hasta la fecha, se desconoce si P = NP o si
P # NP, es decir no se conoce si realmente los problemas en NP son mas dificiles que
los problemas en P. Por otro lado el conjunto de problemas NP-Completo brinda una
base so6lida para el problema anterior, ya que dada su definicién, cualquier problema
perteneciente a este conjunto que sea soluble en tiempo polinomial implica que todos
los problemas en NP lo son. Mientras que los problemas en NP-Duro pueden resultar
aun mas dificiles, es decir aunque resultara que P = NP no se puede asegurar que no
existan problemas en NP-Duro que no se puedan resolver en tiempo polinomial [10].

Por otra parte existen problemas para los cuales no existe ningin algoritmo, como
los problemas indecidibles.
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A continuacién se presenta el problema que sirve de base a los problemas de la
clase NP-Completo y que a su vez, la relacion de este con la teoria de lenguajes, es el
foco de atencién de este trabajo.

1.5. Problema de la satisfacibilidad booleana

El problema de la satisfacibilidad booleana (SAT), es un problema fundamental
en la teorfa de la computacion y la légica matematica [10]. El objetivo principal del
problema es determinar si existe una asignacién de valores a las variables de una
expresion booleana tal que la expresion sea verdadera.

En las proximas secciones se definen los principales elementos del SAT.

1.5.1. Variables booleanas

Una variable booleana es una variable que puede tomar uno de dos valores posibles:
true (verdadero) o false (falso). Estas variables se utilizan para construir expresiones
logicas.

1.5.2. Literales

Un literal es una variable booleana o su negacion. Formalmente, si x es una variable
booleana, entonces x y -z (la negacién de x) son literales. Un literal puede tomar los
valores true o false dependiendo de la asignacion de valores a las variables.

1.5.3. Clausulas

Una cldusula es una disyuncién (operador OR) de uno o mas literales. Por ejemplo,
la clausula (zV —yV z) es una disyuncién de tres literales: z, =y y z. Una clausula
es verdadera si al menos uno de sus literales es verdadero. Si todos los literales son
falsos, la clausula sera falsa.

1.5.4. Foérmulas en forma normal conjuntiva

Una férmula booleana en forma normal conjuntiva (CNF') es una conjuncién (ope-
rador AND) de cldusulas. En otras palabras, es una expresiéon booleana que se puede
escribir como una serie de clausulas unidas por el operador AND. Por ejemplo:

(xV-oyVz)A(mxVy) A(zV-z)
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1.5.5. Foérmulas booleanas equivalentes

Dos férmulas booleanas se consideran equivalentes si, para cualquier asignacion
de valores a sus variables, ambas producen el mismo resultado l6gico. Por ejemplo,
las férmulas 2V (yAz) y (zVy)A(xzVz) son equivalentes, ya que para cualquier
combinacion de valores x,y, z, ambas tienen el mismo valor 16gico.

Para cualquier férmula booleana existe una férmula booleana equivalente en CNF
[10] y el algoritmo para encontrarla es polinomial, por lo tanto se puede asumir que
toda formula booleana estd en CNF.

1.5.6. Definiciéon del problema de la satisfacibilidad booleana

El problema de la satisfacibilidad booleana, o SAT, consiste en determinar si existe
una asignacion de valores true o false a las variables de una féormula booleana tal
que la féormula completa sea verdadera. En términos formales, dado un conjunto de
clausulas en CNF, el problema es encontrar una asignacion de valores a las variables
que haga que la conjuncion de las clausulas sea verdadera.

Formalmente, se dice que una férmula booleana en CNF es satisfacible si existe
una asignacion de valores a las variables tal que todas las clausulas de la formula sean
verdaderas simultdneamente.

= Si existe tal asignacion, la férmula es satisfacible.

= Si no existe tal asignacion, la férmula es insatisfacible.

Un SAT con exactamente n variables distintas en cada cldusula se denomina n-

SAT.

1.5.7. SAT como Problema NP-Completo

El SAT es el primer problema demostrado como NP-Completo [10] y juega un
rol central en la teoria de la complejidad computacional. Se define en la clase NP
porque, dada una asignacién de valores a las variables de la féormula booleana, se
puede verificar en tiempo polindémico si dicha asignacién satisface la formula.

Ademas, la prueba de que SAT es NP-Completo fue una de las contribuciones
principales de Stephen Cook en 1971 [10], marcando el inicio de la teoria de la NP-
completitud.

1.5.8. Equivalencia entre SAT y 3-SAT

Para el problema 2-SAT existe una soluciéon polinomial que determina si la férmula
booleana es satisfacible o no [7], pero para el problema 3-SAT no se conoce ningin
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algoritmo polinomial que permita determinar si una férmula booleana es satisfacible
o no [10].

Cualquier férmula booleana del problema n-SAT se puede reducir a una féormula
booleana equivalente del problema 3-SAT, por lo tanto, SAT es equivalente a 3-SAT
en términos de complejidad computacional [10].

1.5.9. Problemas SAT solubles en tiempo polinomial

Como se menciond anteriormente no se conoce ningin algoritmo polinomial para
resolver el problema SAT en general, pero existen casos particulares del problema
que si pueden ser resueltos en tiempo polinomial. A continuaciéon se presentan los
principales casos:

= 1-SAT: El problema 1-SAT es una instancia particular de SAT donde cada
clausula tiene a lo sumo un literal. Este problema puede ser resuelto en tiempo
polinomial mediante un algoritmo de asignacién de valores de booleanos.

= 2-SAT: El problema 2-SAT es una instancia de SAT donde cada clausula con-
tiene exactamente dos literales. Este problema puede ser resuelto en tiempo
polinomial mediante una modelacién basada en grafos, utilizando algoritmos
como la deteccion de componentes fuertemente conexas en el grafo de implica-
cién.

= Horn-SAT: El problema Horn-SAT es una generalizacién del problema SAT,
donde cada clausula tiene a lo sumo un literal positivo. Este problema puede
ser resuelto en tiempo polinomial mediante el algoritmo de resolucion de Horn.

= XOR-SAT: El problema XOR-SAT es una instancia de SAT donde cada clau-
sula representa una operaciéon XOR sobre los literales. Puede ser resuelto en
tiempo polinomial transformando el problema en un sistema de ecuaciones li-
neales modulares y aplicando eliminaciéon de Gauss.

En este capitulo se abord6 todo el contenido de la teoria de lenguajes y el SAT
necesario para el contenido de los capitulos posteriores. En el siguiente capitulo se
abordan los formalismos de escritura regulada que se usan en los capitulos 3, 4 y 5,
estos formalismos reconocen lenguajes que pertenecen a los lenguajes dependientes
del contexto en la Jerarquia de Chomsky.



Capitulo 2

Formalismos de escritura regulada

En los capitulos posteriores se presentan estrategias para la solucién del SAT que
emplean formalismo de la teoria de lenguajes, dichos formalismos utilizan formalismos
de escritura regulada para controlar la asignacion de valores para las variables del
SAT. La mayoria de estos formalismos describen lenguajes mas generales que los
lenguajes libres del contexto.

En el presente capitulo se presentan las gramaticas de concatenacion de rango
simple y las gramaticas matriciales simples que seran usadas en el capitulo 3, las gra-
maticas de indice global que seran usadas en el capitulo 4 y finalmente las gramaticas
de concatenacién de rango, las cuales representan el foco de atencion de este trabajo,
que seran usadas en el capitulo 5.

2.1. Gramaticas Matriciales
Una gramatica matricial [11] de grado n n-MG es una 4-tupla:
Gn = (V,P,5,5)
donde:
= /' es un conjunto finito de simbolos no terminales.
= Y es un conjunto finito de simbolos terminales, con VN = ().

= P es un conjunto finito de matrices. Cada matriz es una secuencia ordenada de
producciones libres del contexto de la forma:

[P17P27"'7Pk‘]

donde cada P; es una regla A -, con 1 <k<n, Ac Nyae (NUT)*

16
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s S es el simbolo inicial.

Observe que das CFG son gramaticas matriciales de grado 1, es decir 1-MG.

2.1.1. Proceso de derivacion de una Gramatica Matricial

El proceso de derivacion en una gramatica matricial se realiza de la siguiente
manera:

1. Se selecciona una matriz [Py, Pa,..., P] € P.
2. Las reglas Py, P»,..., P, se aplican de manera secuencial a la cadena actual.

3. La derivacion contintia hasta que la cadena derivada contenga solo simbolos
terminales, es decir, pertenezca a T™.

3

copy» Sobre el alfa-

Un ejemplo de gramatica matricial G3 que genera el lenguaje L
beto ¥ = {a,b,c} es el siguiente:

Gs=(V,P,S,%)
donde:
 V={S XY, Z}.
» ¥ ={a,b,c}.

S es el simbolo inicial.

P esta compuesto por las siguientes matrices de produccion:

1S = XY Z]
(X = aX)Y = aY,Z — aZ]
My : [X = bX,Y - bY,Z — bZ]
(X = eX)Y =Y, Z —cZ]
(X =Y 56,7 ¢

Ahora se presenta un caso particular de las gramaticas matriciales.
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2.1.2. Gramaticas Matriciales Simples
Una gramdtica matricial simple de grado n n-SMG es una (n+3)-tupla:
Gn=(V1,Va,...,Vp,, P,S, %)
donde:

s V1,V5,...,V, son conjuntos finitos de simbolos no terminales disjuntos 2 a
2.

= Y es un conjunto finito de simbolos terminales, con V;NY =(V1 <i<n.

= P es un conjunto finito de matrices. Cada matriz es una secuencia ordenada
producciones que cumplan con una de las siguientes reglas:

e [S—w], donde w € ¥*.

. [S — a11A11 .. .AlkaglAgl . ..Agk . ..Anlanl .. Ankb]7 donde VZ,] conl<:;<
nA1l<j<ksecumple que A;; €V, a;; € X* y be X*.

o [A] = wr,..., A, — wy)], donde A; € Vi Aw; € X* Vil <i<n.

U [Al — a11A11...a1kA1kb1,...,An — anlAnl‘wankAnk:bn]a donde Vi,j con
1 <i<nA1<j<ksecumple que A;; €V, a;; € X" y by € ¥,

s S es el simbolo inicial.

Observe que la restriccion impuesta sobre las n-MG es cada matriz de producciones
debe contener exactamente n reglas de producciéon donde cada regla de produccion
utiliza no terminales de conjuntos distintos o puede contener una tnica produccién
cuya secuencia de no terminales esta compuesta por una secuencia de subsecuencias
de terminales de conjuntos distintos.

En la préoxima seccién se presentan las gramaticas de indice global.

2.2. Gramaticas de Indice Global

Una gramatica de indice global GIG, es una extension de las CFG, que afiaden un
mecanismo de memoria al proceso de derivacion, esta caracteristica permite la gene-
racién de lenguajes mas generales que los generados por las CFG [6]. El mecanismo
de memorizacion consiste en una pila en la cual se pueden almacenar simbolos que
pertenecen a un conjunto predeterminado, en cada producciéon se puede realizar una
operacion de insertar o eliminar de la pila o dejarla en su estado actual.

Una GIG es una 6-tupla:

G=(N,%,1,5,#,P)
donde:
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= N es un conjunto finito de simbolos no terminales.
» ¥ es un conjunto finito de simbolos terminales, ¥ NN = ().

I es un conjunto finito de indices de pila, XNI =0AINI = 0.

S € N es el simbolo inicial.

# es el simbolo inicial de la pila, # ¢ X UNUI.

= P es un conjunto finito de producciones que tienen la siguiente forma, donde
relUNUX yyelUN:

« A —ao A — « (reglas épsilon o reglas libres del contexto).

. A [—]> a o [..]JA = [..]a (reglas épsilon o reglas con restricciones).
y

A—afo [..]JA = [z..]aB (reglas de push o apertura de paréntesis).

e A— o [x..]A—[.]a (reglas de pop o cierre de paréntesis).
xz

Como se puede observar la primera regla de produccién consiste en dejar la pila
intacta y puede ser interpretada como una regla de derivacién libre del contexto.
La segunda regla consiste en dejar la pila intacta pero solo se puede realizar si el
caracter en el tope de la pila es el especificado en la regla de produccion. La tercera
regla consiste en anadir un caracter a la pila y la cuarta regla consiste en eliminar un
caracter de la pila. Una gramatica GIG solo con producciones de la primera regla de
produccién es equivalente a una CFG.

A continuacién se describe el proceso de produccién de las GIG.

2.2.1. Proceso de derivacion

Como se menciond anteriormente el proceso de derivacion en las GIG es idéntico
al proceso de derivacion de las CFG, con la diferencia que en cada paso de la deriva-
cién se puede realizar una operacion de insertar o eliminar de la pila, ademas de las
operaciones de sustitucion de simbolos. Otra restricciéon adicional es que en el proceso
de derivacién en las GIG solo se pueden usar producciones de extrema izquierda.

Una cadena es reconocida por una GIG si existe una secuencia de derivaciones des-
de S que genere la cadena y que ademas la pila termine vacia al final de la derivacion
(con el simbolo # en el tope de la pila).

Se define el lenguaje generado por una GIG, G como L(G) = {w|#S = #wAw €
¥}
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El lenguaje Lf,,, se define como: Lf,, = {ww™|w e Z*}. A continuacién se pre-
senta una GIG que genera el lenguaje L, sobre el alfabeto ¥ = {a,b} [6]:

wa"" = <N7Z7[757#7P>

donde:

N ={S,R,A,B,C}.

¥ ={a,b} .
I={ij}.

S es el simbolo inicial.

# es el simbolo inicial de la pila.

= P es un conjunto finito de producciones:

« S AS|BS|C e A—a
2

« C = RC[L . Bob

« R—RA d
K3

« R—>RB . L—E>La\a
j

e« R—¢ « L—Lb|b
[#] j

El funcionamiento de la graméatica anterior es el siguiente: a cada caracter de X le
corresponde un no terminal y un simbolo de la pila por el que se puede producir dicho
caracter almacenando el caracter el simbolo de la pila correspondiente. El funciona-
miento de la gramatica lo compone ademas un mecanismo de recursiéon por el que se
puede producir un no terminal asociado a un caracter solo eliminando el simbolo de
la pila asociado a dicho caracter. Por ltimo el mecanismo de recursién produce la
cadena vacia solo si el simbolo inicial de la pila se encuentra en el tope.

En la préoxima seccion se mencionan las propiedades de las GIG que son de interés
para este trabajo.

2.2.2. Propiedades de las GIG

En esta seccién se describen las principales propiedades de las GIG que serdan
empleadas en este trabajo:
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» Cerradas bajo homomorfismo Dada una GIG G, el homomorfismo de un
lenguaje reconocido por G es un lenguaje de indice global [6].

» Cerradas bajo transduccién finita: Dada una GIG G, la transduccioén finita
del lenguaje que reconoce G es un lenguaje de indice global [6].

En la siguiente seccion se describen las gramaticas de concatenacion de rango.

2.3. Gramaticas de Concatenaciéon de Rango

Las graméticas de concatenacién de rango (RCG) [5] son un formalismo de gra-
maticas desarrollado en 1988 como una propuesta de Pierre Boullier, un investigador
en el campo de la lingiiistica computacional. Su objetivo principal era proporcionar
un modelo més general y expresivo que las CFG para describir lenguajes que van més
alla de los libres del contexto. Las RCG fueron disenadas con el fin de capturar propie-
dades de lenguajes naturales y formales que requieren dependencias méas complejas,
como las que se encuentran en los lenguajes de programacion y ciertas estructuras
lingiiisticas humanas.

2.3.1. Definiciones

Rango: un rango es una tupla (i,7) que representa un intervalo de posiciones en la
cadena, donde 7 y j son enteros no negativos tales que 7 < j.

Gramatica de Concatenacion de Rango Positiva: una gramética de concate-
nacion de rango positiva (PRCG) se define como una 5-tupla:

G=(N,T,V,P,S),
donde:

= N: Es un conjunto finito de predicados o simbolos no terminales: Cada
predicado tiene una aridad, que indica el nimero de argumentos que toma.

= 7 Es un conjunto finito de simbolos terminales.

= V. Es un conjunto finito de variables.

P: Es un conjunto finito de clausulas, de la forma:

A(QJLQZQ, . ,l’k) — Bl(yl,l,yl,% ce 7y1,m1) .. -Bn(yn,layn,% . ,ymmn),
donde A,B; € N, z;,y;; € (VUT)*, y k es la aridad de A.

S € N: Es el predicado inicial de la gramatica.
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Gramatica de Concatenacion de Rango Simple: las gramaticas de concate-
nacién de rango simple (SRCG) son un subconjunto de las RCG que restringen la
forma de las clausulas de produccién. Una RCG G es simple si los argumentos en
el lado derecho de una cldusula son variables distintas, y todas estas variables (y no
otras) aparecen una sola vez en los argumentos del lado izquierdo. Para cada CFG
existe una SRCG equivalente que genera el mismo lenguaje [5].

Por ejemplo una clausulas de una SRCG pueden tener la siguiente estructura:

A(X1, Xg,..., X)) = Bi(X1) ... Bn(Xn).

Los predicados B; pueden tener mas de un argumento siempre y cuando estos
sean variables distintas en este caso la cantidad de predicados B; debe ser menor que
n ya que todas las variables en el lado derecho deben aparecer en el lado izquierdo de
la clausula y viceversa:

A(X1, Xo, .., X)) = B1(X1,Xy), B2(Xa2) ... Bp1(Xn-1).

Sustitucién de rango: una sustitucién de rango es un mecanismo que reemplaza
una variable por un rango de la cadena. Por ejemplo dado el predicado A(Xa) donde
X eV Aa €T, sise instancia la cadena baa en A, X puede ser asociada con el rango
ba de la cadena original.

En la proxima seccién se describe el proceso de derivaciéon de las RCG.

2.3.2. Proceso de derivacion

La principal idea detras de las RCG, para realizar una derivacién, se basa en
encontrar para cada argumento del predicado izquierdo de una clausula todas las
posibles sustituciones en rango de la cadena, entonces es necesario asociar los valores
de las variables que se reconocen en los argumentos del predicado izquierdo a los
argumentos de los predicados derechos y continuar el proceso de derivacion en los
predicados derechos.

Por ejemplo, dada la cldusula A(X,aYd) — B(aXb,Y') , donde X y Y son simbolos
variables y a y b son simbolos terminales, la cadena predicado A(a,abb) deriva como
B(aab,b), porque A(a,abb) coincide con A(X,aYd) cuando X =aAY =b.

Las RCG a diferencia de las graméticas anteriores no generan cadenas, su funcio-
namiento se basa en reconocer si una cadena pertenece o no al lenguaje.

Una secuencia de argumentos se reconocen por un predicado si existe una secuencia
de derivaciones que comienza en dicho predicado y termina en la cadena vacia. Dada
la siguiente clausula A(X7,...,X,) = B1(X1)... B,(X,), para los rangos wy, ..., wy,
asociados a las variables X1,..., X, respectivamente, si existe una secuencia de deri-
vaciones para cada uno de los predicados Bj(wy),..., By(wy) que derive en la cadena
vacia, entonces se reconoce el predicado A(wy,...,wy).
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Por ejemplo, dada la siguiente RCG:

G = (N,T,V,P,S),
donde:
« N={A,S}.
» T={a,b,c}.
» V={X Y, Z}.
= El conjunto de clausulas P es el siguiente:
S(XYZ)— A(X,Y,Z)
A(aX,aY,aZ) — A(X,Y,Z)
ALX, DY )b7) — A(X,Y, Z)
A(cX,cY,eZ) — A(X,Y, Z)

Ale,ee) = e
= El simbolo inicial es S.

La cadena abcabcabe es reconocida por la RCG anterior, ya que se puede derivar de
la siguiente manera:

S(abcabcabe) — A(abe,abe, abe) — A(be,be,be) — A(e,c,c) — Ale,e,e) — €

En el primer paso de la derivacién se toma la primera clausula, la sustitucion en
rango asocia las variables X = abe, Y = abc 'y Z = abc a los rangos w|0...2], w[3...5]
y w[6...8] (wli...j] representa el rango que va desde el i-ésimo caracter hasta el
j-ésimo con la cadena indexada en 0) respectivamente, derivando en el predicado
A(abe,abe,abe). En el segundo paso se toma la segunda cldusula, la sustitucién en
rango asocia las variables X =be, Y =bc y Z = bc a los rangos w[l...2], w[4...5]
y w|7...8] respectivamente, derivando en el predicado A(bc,bc,be). En el tercer paso
se toma la tercera clausula, la sustitucién en rango asocia las variables X =¢, Y =¢
y Z =c a los rangos w[2...2], w[5...5] y w[8...8] respectivamente, derivando en el
predicado A(c,c,c). En el cuarto paso se toma la cuarta clausula, la sustitucion en
rango asocia las variables X = ¢, Y =¢ y Z = ¢ respectivamente, derivando en el
predicado A(e,e,e). Finalmente en el ultimo paso se toma la tltima clausula que
deriva en la cadena vacia, por lo que de esta manera se reconoce la cadena abcabcabc.

El lenguaje que reconoce la RCG anterior es L3, . sobre el alfabeto ¥ = {a,b,c}.

copy>
A continuacién se presentan las principales propiedades de las RCG.
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2.3.3. Propiedades de las RCG

A continuacién se describen las principales propiedades de las RCG [3]:

s Cerradura bajo unién: Dadas dos RCG G y Go, la union de los lenguajes
reconocidos por G1 y Ga se reconoce por una RCG [5].

= Cerradas bajo interseccion: Dadas dos RCG G y Ga, la interseccién de los
lenguajes reconocidos por G y Ga es reconocida por una RCG [5].

» Cerradas bajo complemento: Dada una RCG G, el complemento del len-
guaje reconocido por G se reconoce por una RCG [5].

» Cerradas bajo concatenacién: Dadas dos RCG G y Go, la concatenaciéon
de los lenguajes reconocidos por GG1 y G se reconoce por una RCG [5].

» Cerradas bajo clausura de Kleene: Dada una RCG G, la clausura de Kleene
del lenguaje se reconoce por G es reconocida por una RCG [5].

= No cerradas bajo homomorfismo: Dada una RCG G, el homomorfismo de
un lenguaje reconocido por G no es necesariamente se reconoce por una RCG

3]-

= No cerradas bajo transduccién finita: Dada una RCG G, la transduccién
finita de un lenguaje reconocido por GG no es necesariamente se reconoce por
una RCG. Esto es una consecuencia de la propiedad anterior ya que como se
menciono en el capitulo anterior un homomorfismo es un caso particular de un
transductor finito. Esta propiedad trae implicaciones en una cuestién analizada
en el capitulo 5.

2.3.4. Problema de la palabra, problema del vacio y equiva-
lencia de 2 RCG

Problema de la palabra

En general en la mayoria de los casos este problema es polinomial y pasa por un
algoritmo de memorizacion sobre las cadenas que son instanciadas en los rangos de los
predicados de la RCG [5]. Como la cantidad maxima de rangos de la cadena es n? y
la maxima aridad de un predicado es constante, este proceso de memorizacién cuenta
con cantidad polinomial de estados, en una complejidad de O(|P|n?!+1)) donde h es
la maxima aridad en un predicado, [ es la maxima cantidad de predicados en el lado

derecho de una cldusula y n es la longitud de la cadena que se reconoce.
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Pero existen casos en los que el problema de la palabra no es polinomial [3], el
ejemplo presentado en [3] muestra una RCG que se enfoca en el problema de contar,
en este trabajo se analiza otro caso en el que este problema no es polinomial.

Problema de la palabra no polinomial

El algoritmo de reconocimiento presentado en la secciéon anterior utiliza un proceso
de memorizacién sobre los rangos de la cadena, la idea fundamental para esto y lo
que acota la complejidad del algoritmo es que la cantidad de estados asociados a la
memorizacion es igual a la cantidad de rangos de la cadena, el cual es polinomial con
respecto a la longitud de la cadena.

Ahora jque pasaria si algin predicado de la gramatica trabajara con rangos que
no pertenecen a la cadena original? En este caso si se emplea el algoritmo anterior
ya la complejidad no depende de la cantidad de rangos de la cadena original porque
pueden aparecer otros rangos que no pertenezcan a dicha cadena.

Por ejemplo a continuaciéon se presenta una RCG que no tiene uso real porque
existe otra RCG equivalente que reconoce el mismo lenguaje, pero ilustra lo descrito
anteriormente:

G=(N,T,V,P,S),
donde:
» N={A,B,Eq,S}.
« T={0,1}.
» V={X Y}
= El conjunto de clausulas P es el siguiente:
S(X)— A(X,X)
A(1X)Y) — B(X,0,Y
A(1X)Y)— B(X,1,Y
A0X,Y)— B(X,1,Y
A(0X,Y) = B(X,0,Y
B(1X,Y,Z) — B(X,1Y,Z)
B(1X,Y,Z) — B(X,0Y,Z2)
B(0X,Y,Z) — B(X,0Y,Z2)
B(0X,Y,Z) — B(X,1Y,Z)
B(e,Y, Z) — Eq(Y,Z)

)
)
)
)



Capitulo 2. Formalismos de escritura regulada 26

s Fl simbolo inicial es S.

El funcionamiento de la gramatica anterior se basa en dada una cadena w generar
todas las posibles cadenas ¢, tales que |w| =|q| y luego comprobar si w = q. Observe
que como se dijo anteriormente estd gramatica no tiene caso de uso ya que para
toda cadena w siempre va a existir una cadena ¢ tal que w = ¢, por lo que se puede
modelar con solamente la cldusula S(X) — €. Pero sin embargo la complejidad del
reconocimiento de G es mayor que 2" (con n igual al tamafio de la cadena d entrada),
ya que esta es la cantidad de rangos posibles que puede recibir el predicado B. En el
capitulo 5 se presenta una RCG de este estilo, pero que si tiene caso de uso en los
problemas de la Ciencia de la Computacion.

En la proxima secciéon se aborda el problema del vacio para las RCG.

Problema del vacio

El problema del vacio para una RCG es indecidible [3]. La razon principal para esto
es que como para toda CFG existe una RCG equivalente y como las RCG son cerradas
bajo interseccion existen RCG que describen la interseccion de 2 lenguajes libres del
contexto y determinar si dicha interseccién es vacia es un problema indecidible [3].

En el caso de las SRCG este problema es polinomial [5]. En el capitulo 3 se analiza
un caso de uso de las SRCG donde esta propiedad juega un rol importante.

En este capitulo se analizaron los principales formalismos de escritura regulada,
que son necesarios para la compresion de los siguientes capitulos. Todos los formalis-
mos descritos generan lenguajes dependientes del contexto y sirven para solucionar
problemas que modelan el SAT utilizando teoria de lenguajes.



Capitulo 3

Estrategia para la solucion del SAT
usando el problema del vaci6

En el presente capitulo se presenta una estrategia para la solucién del SAT, la cual
dado un SAT, construye un formalismo que genera todas todas las interpretaciones
que la hace verdadera la férmula booleana de dicho SAT, entonces para comprobar si
el SAT es satisfacible solo resta comprobar si el conjunto de cadenas generadas por
el formalismo es no vacio.

3.1. Antecedentes

Como parte del estudio del problema SAT, se han desarrollado anteriormente en la
Facultad de Matematica y Computacién de la Universidad de La Habana una serie de
trabajos utilizando el enfoque que se describe en este capitulo basado en formalismos
de la teoria de lenguajes, buscando resolver instancias especificas del SAT, las cuales
seran abordadas en las secciones del presente capitulo.

La idea principal que se aborda en [1] consta de tres partes: asumir que todas
las variables en la formula son distintas, construir un autémata finito que reconozca
cadenas de 0 y 1 hagan verdadera esa férmula (asumiendo que todas las variables son
distintas), y por tltimo intersectar ese lenguaje con algin formalismo que garantice
que todas las instancias de la misma variable tenga el mismo valor. Luego de esos
tres pasos, se obtiene un lenguaje libre del contexto de las cadenas de 0 y 1 que
satisfacen la férmula y que ademads respeta los valores de las variables duplicadas.
Finalmente, para determinar si la férmula es satisfacible o no, basta con determinar
si el lenguaje es vacio. Si es vacio, no es satisfacible, si lo es, pues no es satisfacible.
Todo el algoritmo descrito anteriormente tiene un tiempo polinomial en relacién con
el tamano de la féormula booleana.

27



Capitulo 3. Estrategia para la solucién del SAT usando el problema del vacié 28

En la siguiente seccién se presenta un mecanismo para reconocer si una cadena de
0y 1 satisface una férmula booleana (asumiendo que todas las variables son distintas).

3.2. Automata booleano

El primer paso para el proceso descrito anteriormente es construir un autémata
finito que depende de la estructura de la férmula booleana y verifica si una cadena de
0 y 1 satisface dicha formula (asumiendo que todas las variables son distintas), dicho
autémata se denomina autémata booleano.

La idea detrds del autémata booleano y es representar las reglas de la logica
proposicional en transiciones entre los estados de un autémata finito, donde cada
estado del automata representa un valor de verdad positivo o negativo lo cual significa
que hasta ese momento (solo tomando las instancias de las variables asociadas a los
caracteres reconocidos) la féormula se evaliia positiva o negativa respectivamente [1].

3.3. Problema de la satisfacibilidad booleana libre

del contexto

El problema satisfacibilidad booleana libre del contexto (CF-SAT) [1], es una
instancia especifica del SAT donde las variables donde la formula booleana es una
formula booleana libre del contexto.

Férmula booleana libre del contexto: una férmula booleana se considera libre
del contexto (CF-BF) si para cualquier par de instancias de una variable z; y x; con
1 < j se cumple que si existe otra variable con instancia x; con ¢ < k < j entonces
todas las instancias de esta nueva variable ocurren entre x; y ;.

Dada la definicién anterior posible clasificar las instancias de cada variable en una
formula booleana:

1. Clase libre: a esta clase pertenecen todas las instancias de las variables que
ocurren una unica vez en la férmula booleana.

2. Clase primera: a esta clase pertenecen todas las instancias que representan
la primera ocurrencia de una variable en la férmula booleana (la variable debe
ocurrir méas de una vez).

3. Clase intermedia: a esta clase pertenecen todas las instancias que no represen-
tan ni la primera, ni la tltima ocurrencia de una variable en la formula booleana
(la variable debe ocurrir mas de una vez).
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4. Clase ultima: a esta clase pertenecen todas las instancias que representan
la dltima ocurrencia de una variable en la férmula booleana (la variable debe
ocurrir mas de una vez).

A continuacién se describe la solucién al CF-SAT.

3.3.1. Solucién al CF-SAT

El orden que siguen las instancias de las variables en una CF-BF puede ser reco-
nocido por una CFG que a su vez trae asociado un autémata de pila, al cual de le
denomina autémata de pila booleano [1].

Para la construccion del autémata de pila booleano correspondiente a una CF-
BF se toma el autéomata booleano asociado a la férmula booleana y se le anade
un mecanismo de memoria. Dicho mecanismo de memoria funciona de la siguiente
manera:

= Si el caracter analizado corresponde a una instancia de clase libre, dicho caracter
no se almacena en la pila.

= Si el caracter analizado corresponde a una instancia de clase primera, dicho
caracter se almacena en la pila.

= Si el caracter analizado corresponde a una instancia de clase intermedia, dicho
caracter no se almacena en la pila y se comprueba que su valor sea igual al del
tope de la pila.

= Si el caracter analizado corresponde a una instancia de clase ultima, dicho ca-
racter no se almacena en la pila, se comprueba que su valor sea igual al del tope
de la pila y se retira el valor del tope de la pila.

El autéomata de pila booleano reconoce una cadena si termina en un estado final con
la pila vacia.

En [1] se describe como dado un autémata de pila encontrar la CFG correspon-
diente y luego se emplea un algoritmo que permite determinar si el lenguaje generado
con por la gramética es vacio o no [10]. Posteriormente se enuncia un algoritmo para
generar todas las cadenas que pertenecen a dicha gramatica. Todo el proceso anterior-
mente descrito tiene una complejidad de O(n3), donde n es la cantidad de instancias
de variables en la CF-BF.

A continuacién se presenta una generalizacion del CF-SAT.
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Generalizacion de la solucion al CF-SAT

De manera general el algoritmo presentado en [1] puede ser generalizado a otras
instancias de SAT. Al seguir la idea del autémata booleano (asumiendo que las ins-
tancias de las variables son distintas), solo es necesario emplear un formalismo que
verifique que los valores de las mismas instancias de las variables sean iguales e inter-
ceptarlo con el autémata. Dicho formalismo debe cumplir 2 propiedades: ser cerrado
bajo la interseccién con lenguajes regulares y poder resolver el problema del vacio
en tiempo polinomial. Por tanto si se selecciona un formalismo mas general que el
empleado en [1] pueden resolverse instancias mas generales de SAT.

Otro resultado interesante es encontrar un algoritmo que permita generar todas las
posibles cadenas que pertenecen al lenguaje generado por la interseccion del autémata
booleano y el formalismo seleccionado, con estas cadenas se pueden obtener los valores
de verdad para cada una de las variables que satisfacen la férmula booleana.

En las préximas secciones se presentan los problemas SAT asociados a los traba-
jos que siguen el enfoque descrito anteriormente que han sido 2: el primero usa las
gramaticas de concatenacién de rango simple para definir el orden de las variables y
el segundo requiere un representacion de un SAT como una cadena y usa esta repre-
sentacion para interceptar el autémata booleano con una gramatica matricial simple
que sirve de mecanismo de control para el valor de las instancias de las variables.

3.4. Problema de la satisfacibilidad booleana de

concatenacion de rango simple

Una secuencia de instancias de variables de longitud n tiene un orden de con-
catenacion de rango simple [12], si es posible construir una SRCG, con un tamano
polinomial en n, que genere el lenguaje de todas las cadenas wyws...w,, de longitud
n sobre el alfabeto 0,1, tal que para todo par de instancias de variables (z;, ;) que
pertenezcan a la misma variable se cumple que w; = w;.

El problema de la satisfacibilidad booleana de concatenacion de rango simple
(SRC-SAT) es una instancia de SAT donde la secuencia de instancias de sus variables
posee un orden de concatenaciéon de rango simple.

3.4.1. Soluciéon al SRC-SAT

Para la solucion del SRC-SAT en [12] se procede de manera similar a [1], pero
esta vez el automata booleano se intersecta con una SRCG que describe el orden de
la féormula booleana.

Luego solo queda resolver el problema del vacio para el formalismo resultante.
Para esto se obtiene una CFG que representa el lenguaje de todas las posibles formas
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de generar la menor cadena en la interseccion de la SRCG con el autémata booleano
y solo queda verificar que dicha CFG sea no vacia como se muestra en [1]. La comple-
jidad de todo este proceso es O(n*) donde n es el ntimero de instancias de variables
en la féormula booleana y £ es la aridad de la SRCG, observe que este algoritmo es
polinomial siempre y cuando la aridad de la gramatica sea constante.

El SRC-SAT constituye un paso de avance con respecto al CF-SAT ya que describe
un espacio mucho mas amplio de instancias de SAT que pueden ser resueltas en un
tiempo polinomial. Como se menciono en el capitulo anterior para todo CFG existe
una SRCG equivalente

En las proximas secciones se aborda el primer enfoque para analizar la solucion de
un SAT de manera general, es decir, no solo se resuelven instancias especificas como en
las secciones anteriores, para ello primeramente es necesario definir la representacion
de cualquier férmula booleana en CNF como una cadena.

3.5. Transformaciéon de una fé6rmula booleana a
una cadena

Dada una férmula booleana F' en CNF se puede definir la siguiente estructura:
F=X ANXoN...NX,
donde cada clausula X; es una disyuncion de literales:
Xi=LiaVLoV...V Ly

y cada literal L;; es una variable booleana o su negacién. En cada cldusula X; las
variables que aparecen en F', puede tener cada una 3 estados posibles: a si la variable
aparece positiva, b si la variable aparece negada y c si la variable no pertenece a
ninguno de los literales de la clausula.

Por ejemplo la siguiente férmula booleana en C'N F:

F= (Il \/Iz)/\(—'l‘l\/fL‘Q\/fL’g)/\ (:L‘l\/—'xz\/l’g)

para la primera clausula z; aparece positiva (a), x2 aparece positiva (a) y x3
no aparece (c), para la segunda x; aparece negada (b), x9 aparece positiva (a) y x3
aparece positiva (a) y para la tercera x; aparece positiva (a), z2 aparece negada (b)
y x3 aparece positiva (a).

A partir de la afirmacién anterior, se puede definir una cadena de simbolos w
que representa a la clausula X; sobre una secuencia de variables vi,v9,...,v, de la
siguiente manera:
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= w cuenta con exactamente p simbolos.

Si la variable v; aparece positiva en X;, entonces el j-ésimo simbolo es a.

Si la variable v; aparece negada en X;, entonces el j-ésimo simbolo es b.

Si la variable v; no aparece en Xj, entonces el j-ésimo simbolo es c.

Si se toma la secuencia de variables correspondiente a F', y se le aplica el procedimiento
anterior a cada clausula se obtiene una cadena de simbolos que representa a dicha
clausula en F'.

Si ya se tiene una representacién para cada clausula de F' solo resta obtener una
cadena de simbolos que represente a F', esto se puede lograr concatenando las cadenas
de simbolos de cada clausula de F' en el orden que aparecen con un separador en este
caso se eligi6 el simbolo d.

Por ejemplo la siguiente férmula booleana en CNF:

F= (1‘1 \/:EQ) VAN (—\1’1 V X9 \/$3) VAN (xl V e \/$3)
puede ser expresada como la cadena de simbolos:
w = aacdbaadabad

tomando como secuencia de variables x1,z9,x3.

3.6. Primera aproximaciéon a la solucién del SAT
usando gramaticas matriciales simples

En [13] se propone un nuevo enfoque a los 2 problemas anteriores, el cual se basa
en eliminar la restriccion de la estructura de la formula booleana y en su lugar se
trabaja con la transformacion de la misma en una cadena.

Con esta nueva estructura se modifica el autémata booleano correspondiente a di-
cha férmula para que trabaje con cadenas que pertenezcan al lenguaje L) = {w™ |w €
{0,1} A |w| =n}, observe que w se puede interpretar como una asignacién de valores
0 6 1 para cada una de las variables, que representan su valor de verdad.

3.6.1. Lenguaje L},
En [13] se define una gramatica matricial simple que describe el lenguaje L :

Gn={A1,A11,... Aim}, - {An, Anty - A 1,2, P, S, X))
donde:
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= ¥ ={0,1}.
= P es un conjunto finito de matrices de producciones:

o [S— A1Ar.. A

o [A] = 1A9,..., Ay — 1A,9]

o [A] = 0A12,..., Ay — 04,5

o Para 2 <i<m, [A1; = 1Ai641), - Ani = 1Ay 341)]
o Para 2 <i<m, [A1; — 0Ay341), -, Ani = 04, 341)]
o [Aim— 1, Apm — 1]

o [A1 —0,...,Apm — 0

s S es el simbolo inicial.

En [11] se demuestra que esta gramdtica en efecto, genera le lenguaje L.
Ahora solo resta interceptar esta gramatica con el autémata booleano para deter-
minar si el SAT es satisfacible.

3.6.2. Interseccién con el automata booleano

En [13] se menciona que las n — SMG son cerradas bajo la interseccion con len-
guajes regulares, pero cuando se analiza la interseccién del autémata con lan—SMG
que describe el lenguaje L' se obtiene una gramética con una cantidad de produc-
ciones exponencial en relacién a la cantidad de variables de la formula booleana, lo
cual impide analizar si el lenguaje resultante es vacio en un tiempo polinomial.

Este es el primer acercamiento para la soluciéon de cualquier instancia del SAT
(aunque sigue siendo una solucién exponencial en términos de complejidad compu-
tacional), en el proximo capitulo se presenta una estrategia de solucién diferente que
busca otras alternativas para la solucion de cualquier instancia del SAT.
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Estrategia para la solucion del SAT
usando el problema de la palabra

En este capitulo se presenta un enfoque distinto al del capitulo anterior, que se
basa en definir un lenguaje al cual pertenecen todos los problemas SAT que son
satisfacibles y al cual se le denomina Lg_g47. Una vez definido este lenguaje, para
determinar si un SAT es satisfacible solo es necesario verificar si la cadena que lo
representa pertenece a Lg_gar.

4.1. Definicion de Lg_gur

El lenguaje de todas las formulas booleanas en CNF que son satisfacibles se define
como Lg_sar = {w|w € Lpyrr—sar A fsar(w)}, donde Lpyrr—sar representa el
lenguaje de todas las férmulas booleanas en CNF y fgar(w) es una funcién que
determina si w es satisfacible.

En las proximas secciones se presenta el primer enfoque para definir Lg_gar, el
cual se basa en definir el lenguaje mediante un transductor finito seleccionando un
formalismo que sea cerrado bajo transduccién finita.

4.2. Transductor Tsyr

La idea para definir Lg_g4r es construir un transductor finito que acepte como
entrada cadenas del lenguaje Lo 1 = {wd}" donde w € {0,1}* y devuelva como salida
cadenas que representan una féormula booleana en CNF' que sea verdadera si se evaltia
en la cadena que el transductor recibié como entrada.

Detras de esta construccién se busca asociar cada caracter 0 6 1 en la cadena
de entrada al valor de la variable booleana correspondiente en la cadena de salida y

34
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verificar que para dichos valores al evaluar la férmula booleana se obtenga un valor
de positivo.

A continuacién se define el transductor finito Ts a7 (Figura 4.2) que sigue la cons-
truccién definida anteriormente, para ello se define el transductor Topayse (Figura
4.1) que hace el proceso de transduccién para los valores de las variables de una
clausula wd, donde w € {0,1}:

Teravse = (Q,%,1,0,q0, F),

donde:
= Q= q0,qpn-
- Y =01
= ['=a,b,c.

d:Q x X — Q=TI funcién de transicion.
qo = qo estado inicial.

F = g, conjunto de estados finales.

se define la funcién de transicion o de la siguiente manera:

transiciones para el estado qg: representa el estado inicial. Si la entrada es un
1 el transductor puede escribir a, b y ¢, si escribe a pasa al estado positivo, si
escribe b pasa al estado negativo y si escribe ¢ permanece en el mismo estado.
Por otro lado si la entrada es un 0 se intercambian los estados cuando se escribe
a y by cuando se escribe ¢ permanece en el mismo estado.

® 5SAT(C]071):(Qp7a> ® 55AT(Q070):<Qp7b>
s 0547(90,0) = (qn,a) s 0541(q0,1) = (qo,¢)
e d5a7(90,1) = (qn,b) » 9547(90,0) = (qo,¢)

transiciones para el estado ¢, (estado positivo de Torausg): representa que
para los valores asignados a las variables se obtiene un valor de verdad positivo.
Como la féormula se encuentra ya en un estado positivo lo que significa que al
menos un literal se evalué positivo no importa la entrada y lo que el transductor
escriba se mantiene en el mismo estado. Este es el estado de aceptacion para el
transductor lo cual significa que la clausula toma un valor de verdad positivo.
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o ds5a7(qp,1) = (gp,0) o 0547(qp,0) = (gp,b)
® 5SAT(qp70):(qpva') o 6SAT(qpa1):(qp7C)
o dgar(qp,1) = (gp,b) o 0547(qp,0) = (gp, )

» transiciones para el estado ¢, (estado negativo de Topausg): representa que
para los valores asignados a las variables se obtiene un valor de verdad negativo.
Aqui las transiciones son idénticas a las del estado inicial, reemplazando el
estado inicial por el estado negativo en los posibles resultados de la funcién de

transicion.
® 5SAT((]n7 1) = (QIha’) ® 5SAT(Qn70) = <QP7b>
® 5SAT(Qn70) = (qn7a> ® 5SAT(Qna 1) = (ch)
® 5SAT(q7’L7 1) = (Qn,b> ® 5SAT(q7L70) = (ch)

0/a,1/b,0/c,1/c

start H 0/c,1/c |1/a,0/b

1/a,0/b

1/a,0/b,0/a,1/b,0/c,1/c

Figura 4.1: Transductor TorAuse-

Para definir el transductor T's 47 se toman dos instancias del transductor T Ay sk
(T1 y T respectivamente) y se concatenan anadiendo una transicion del estado g,
(estado positivo de T7) al estado qp, (estado inicial de T3) con el simbolo d (tanto de
lectura como de escritura) y ademads se agrega una clausura a T con una transicién del
estado gy, (estado positivo de T5) al estado go, con el simbolo d (tanto de lectura como
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0/a,1/b,0/c,1/c 0/a,1/b,0/c,1/c
aan ) (1)
start — 0/c,1/c |1/a,0/b 0/c,1/c |1/a,0/b
1/a,0/b a/d 1/a,0/b

1/a,0/b,0/a,1/b,0/c,1/c 1/a,0/b,0/a,1/b,0/c,1/c

Figura 4.2: Transductor T 7.

de escritura). Entonces solo resta definir el estado inicial y el estado final de T's 47, los
cuales serian qp, (estado inicial de 77) y qo, (estado inicial de T»), respectivamente.
A continuacién se define el lenguaje Lg_ga7 usando transduccién finita.

4.2.1. Definicién del Lg_g47 usando transduccién finita

Finalmente se define Lg_g47 como el lenguaje de todas las transducciones e que
se obtienen del transductor Ts a7, a partir del lenguaje de cadenas de entrada Lo =
{wd}* donde w € {0,1}*.

Lg_gar = {6 | Jw € L(),l Ne € TSAT(’LU)}.

Aunque Lg_g 47 contiene todas las formulas booleanas satisfacibles, este conjunto
por si solo no sirve de mucho sin un formalismo que permita conocer si una cadena
que representa una formula booleana pertenece al lenguaje o no. Para ello se necesita
encontrar un formalismo que sea capaz de generar el lenguaje Lo 1 y al aplicarle el
transductor Ts 47 a dicho formalismo se obtenga un formalismo que cuente con un al-
goritmo de reconocimiento para reconocer si una cadena pertenece a dicho formalismo
0 no.

Encontrar un formalismo que genere el lenguaje Lo 1, y que sea cerrado bajo
transduccién finita es suficiente para generar el lenguaje Lg_g47. Una pregunta rela-
cionada con Lg_g a7 seria saber si la existencia de dicho formalismo es una condicién
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necesaria para definir dicho lenguaje. Otra pregunta seria saber si existe un forma-
lismo que sea capaz de describir el lenguaje Lg_ga7 v el problema de la palabra en
dicho formalismo sea polinomial (observe que de esta manera se estarfa resolviendo
el problema P vs NP).

Mediante la transformacion Lg 1 por el transductor finito se mantiene la invariante
fundamental del SAT que a dos instancias de la misma variable se les asocia el mismo
valor de verdad.

Dado la transformacién Lo por el transductor finito se puede demostrar que el
problema de la palabra de cualquier formalismo que genere el lenguaje Lo y sea
cerrado bajo transduccion finita es NP-Duro, ya que puede ser reducido al SAT y por
tanto a cualquier problema en NP.

Ahora se presenta un formalismo que sirve para generar Lg_ga7 usando el trans-
ductor Ts 7.

4.3. Lg_sar como lenguaje de indice global

En esta seccién se presenta una una forma de generar el lenguaje Lo empleando
una gramatica de indice global.

Dada esta gramatica de indice global que describe el lenguaje Ljopy que se define
en el capitulo 2, es posible realizar una modificacién para generar el lenguaje Lo 1, a

esta nueva gramatica se le denominard Go 1, que se define como:

Go1=(N,%,1,5,#,P)
donde:

« N={S,R,A B,C,D}.

»={0,1,d} .
I={ijk}.

s S es el simbolo inicial.

# es el simbolo inicial de la pila.

= P es un conjunto finito de producciones:

. S?AS]BS\DC . R7RB
« 2 RC | L

e R _E> RA e R—RD
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e R—¢ e L—L
[#] i

e A1 « L=L
i J

e« B—0 e Lo L
J k

N o L ¢
D2 d #]

Como modificaciones a la gramatica anterior se ha introducido un nuevo terminal,
un no terminal y un simbolo de la pila manteniendo la invariante de correspondencia
que se mencioné anteriormente entre los elementos de estos 3 conjuntos. Por otro lado
se modificaron las producciones del no terminal L para que unicamente produzca la
cadena vacia eliminando todos los elementos de la pila, con ello se puede generar el
lenguaje Lo 1.

A continuacién se presenta un ejemplo de una cadena que se obtiene como deri-
vacion de la gramatica G 1.

4.3.1. Ejemplo de reconocimiento de Gy

En esta seccién se presenta una secuencia de derivaciones que permiten obtener
la cadena 110d110d110d mediante la gramatica G (para cada derivacién primero
se muestra la regla de produccién. seguido del estado de la pila y del estado del la
cadena generada):

1. S — AS [#] AS 10. R RD |jiit] 1104RDC
2. A= 1[i#] 15 11. R— RB [ii#] 110dRBDC

J
3. 52 AS [i#] 1AS 12. R— RA [i#] 110dRABDC
4 A= 1 [ii#] 115 13. R— RA [#] 110dRAABDC
5. 58— BS lu#] 11BS 14 R [#] 110dAABDC

6. B0 [jii#] 1105 15. A— 1 [i#] 110d1ABDC
(3

7. 8= DC [jii#] 110DC 16. A — 1 [ii#] 110d11BDC
8. D~ d [kjii#] 110dC 17. B — 0 [jii#] 110d110DC

9. C'— RC [kjii#] 110dRC 18. D — d [kjii#] 110d110dC
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19. 07 d [kjii#] 110d110dRC 27. B — 0 [jii#] 110d110d110DC

20. R — RD [jii#] 110d110dRDC 28. D — d [kjii#] 110d110d110dC
k 1

21. R— RB [ii#] 110d110dRBDC ~ 29. C — L [kjii##] 110d110d110dL
J

22. R— RA [i#] 110d110dRABDC 30. L— L |jiist] 110d110d1104L
1

23. R RA [#] 1104110dRAABDC 5L L?L [ii4¢] 110d110d110dL
1

24. R — ¢ [#] 110d110dAABDC 82. L — L [i##] 110d110d110dL
[#]

25. A — 1 [i#] 110d110d1ABDC 33. L — L [#] 110d110d110dL
1

26. A — 1 [ii#] 110d110d11BDC 34. L i [#] 110d110d110d
1

Por tanto existe una secuencia de derivaciones desde S hasta la cadena 110d110d110d,
por lo que Gy 1 genera la cadena 110d110d110d.

Como se mencioné anteriormente las GIG son cerradas bajo transduccion finita,
por lo que Go,1 permite describir Lg_gar usando el transductor T, el dnico in-
conveniente para este analisis es que luego de aplicar T's 47 a la gramatica, se obtiene
un gramatica ambigua y en estos casos el problema de la palabra para las GIG no es
polinomial [6].



Capitulo 5

Estrategia para la solucion del SAT
usando gramaticas de
concatenacién de rango

En este capitulo se abordan las estrategias presentadas en los 2 capitulos anteriores
(resolver el SAT usando el problema del vacio y usando el problema de la palabra)
utilizando gramaticas de concatenacion de rango. Ademas se obtiene un resultado que
permite demostrar que las RCG reconocen todos los problemas que pertenecen a la
clase NP y se deja como problema abierto obtener una RCG que permita reconocer
todas las instancias de SAT que son solubles en tiempo polinomial.

Para ello primeramente se muestra como reconocer Lg 1 con una RCG, el cual es
la base para las RCG que permiten resolver el SAT usando el problema del vacio y
el problema de la palabra, las cuales se presentan en préximas secciones.

5.1. Ljp; como lenguaje de concatenacion de rango

En esta seccién se presenta una RCG que reconoce el lenguaje L1 = {wd}™
donde w € {0,1}*, el cual sirve para la asignacién de valores a las variables de un
SAT. La gramética empleada se basa reconocer primeramente una cadena w, luego
un caracter d y después comprobar que las siguientes cadenas sean iguales a w seguidas
del caracter d.

Para reconocer Lo 1 se define la graméatica G como sigue:

GO,l = (N7T7V7P75)7
donde:
« N—{S,A,B,C,Eq)

41
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» 7 =4{0,1,d}.
» V={X)Y,P}.

= El conjunto de clausulas P es el siguiente:

L S(X) = A(X)

2. A(XdY)— B(Y,X)C(X)

3. B(XdY, P) — B(Y,P)C(X)Eq(X, P)
4. B(s,P) >

5. C(0X) — (X)

6. C(1X) = C(X)

7. Cle) — ¢

s Fl simbolo inicial es S.

El predicado Eq se define en [5] y comprueba que dos cadenas sobre un alfabeto
sean iguales. Por otro lado el predicado B se encarga de definir la sustitucion en rango
de la proxima cadena de 0 y 1 y comprobar que este sea igual al patréon inicial. De
esta manera se pueden reconocer cadenas que pertenezcan al lenguaje Lo 1.

A continuacién se presenta un ejemplo de como se reconoce la cadena 101d101d101d
en GO,l-

5.1.1. Ejemplo de reconocimiento de Gy

En esta seccion se describen las derivaciones que permiten reconocer la cadena
101d101d101d. Las derivaciones de la gramdtica son las siguientes (después de cada
derivacion se especifica la clausula usada para la derivacion y los rangos asociados a
las variables):

1. S(101d101d101d) — A(101d101d101d): c-1, X = 101d101d101d
2. A(101d101d101d) — B(101d101d,101)C(101): ¢-2, X =101 Y = 101d101d

3. B(101d101d,101) — B(101d,101)C(101)Eq(101,101): ¢-3, X =101 Y = 101d
P =101

4. B(101d,101) — B(e,101)C(101)Eq(101,101): ¢-3, X =101 Y =¢ P =101
5. B(g,101) = e: ¢4, P =101
6. C(101) — C(01): c-6, X = 01
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7. C(01) > C(1): -5, X =1
8. C(1) = Cl(e): 6 X =¢
9. C(e) = e c-7

Como todos los predicados derivan en la cadena vacia entonces 101d101d101d es
reconocida por G 1.

En las préximas 2 secciones se presentan 2 RCG que siguen la idea descrita en los
capitulos 3 y 4 respectivamente.

5.2. Solucién del SAT usando el problema del va-
cio

En esta seccion se presentan 2 enfoques, el primero usa el lenguaje L = {w™|w €
{0,1} Alw| = n} para asignar valores a las instancias de las variables de una férmula
booleana y el segundo busca obtener una gramatica que describa el orden de las
variables en una formula booleana.

Estos 2 enfoques siguen la linea de lo expuesto en el capitulo 3: asumir que todas
las variables en la formula son distintas, construir un autémata finito que reconozca
cadenas de 0 y 1 hagan verdadera esa férmula (asumiendo que todas las variables son
distintas), y por tltimo intersectar ese lenguaje con algin formalismo que garantice
que todas las instancias de la misma variable tenga el mismo valor (en ambos enfoques
se emplea una RCG).

En la préxima seccion se presentan una RCG que reconoce el lenguaje L.

5.2.1. L}y Loa

En esta seccién se presenta una RCG que permite reconocer el lenguaje L7, defi-
nido en [13].
Segun las definiciones planteadas en los capitulos 3 y 4,

Ly, ={w™|we{0,1}*A|w| =n},

Lo1 = {wd|w € {0,1}},

por tanto para un n y un m especifico se cumple que L)}, C Lo 1.
Luego también es posible reconocer el lenguaje L mediante una RCG haciendo
modificaciones en G 1. Para ello se define la gramatica G;;, como sigue:
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Gp, = (N, T,V,P,S),
donde:

N={S,A,Bo,...,Bn,C1,...,Cp, Eq}

T ={0,1,d}.

V ={X,Y,P}.

El simbolo inicial es S.

A continuacion se desglosa el conjunto de clausulas P en varias fases agrupando
las clausulas por funcionalidad:

» Primera fase: Representa las clausulas iniciales de la gramaética:

1. S(X) — A(X)
2. A(YdX)— Bo(X,Y)C1(X)
s Segunda fase: Los predicados B;Vi: 0 < i < m se encargan de definir las
transiciones en la gramatica que permiten contar el nimero de cadenas w €

{0,1}* que existen en la cadena original, verificar que este nimero es m y
comprobar que las cadenas w reconocidas sean iguales:

3. Bo(XdY,P)— By(Y,P)C1(X)Eq(X,P)
4. Bi(XdY,P)— By(Y,P)C1(X)Eq(X,P)

5. Bp—1(XdY,P) — By (Y, P)C1(X)Eq(X, P)
6. Bn(e,Y)—e¢
= Tercera fase: Los predicados C;Vi: 1 <7 <n se encargan de verificar que

las cadenas w reconocidas en la fase anterior solo estén conformadas por los
caracteres 0 6 1 y tengan exactamente longitud n:

7. C1(0X) = Co(X)
8. Cl(lX) — CQ(X)
9. C5(0X) — C5(X)
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10. CQ(lX) — Og(X)

11. Cp—1(0X) — Cp(X)
12. Cp_1(1X) = Co(X)
13. Cp(e) — e

Observe que las modificaciones que se hicieron a Gy 1, fueron anadir nuevos pre-
dicados y transiciones que permitan contar la cantidad de cadenas w reconocidas y la
longitud de dichas cadenas. Ademas la nueva gramatica obtenida tiene una cantidad
de clausulas en el orden O(n+m).

Siguiendo la idea de [13] ahora solo resta interceptar G}}, con el autémata booleano
correspondiente a dicha férmula y comprobar si el lenguaje generado es no vacio. La
intercepcion de una RCG con un autémata finito se expone en secciones posteriores.

A continuacion se presenta una generalizacion de los trabajos [1] y [12], presentados
en el capitulo 3, los cuales se basan en obtener un formalismo que permita describir
el orden de las variables de instancias especificas de un SAT.

5.2.2. Orden de las instancias de las variables de un SAT

En [1] y en [12] se proponen 2 formalismos para reconocer el orden de las variables
de instancias especificas del SAT que permiten dar una solucién en tiempo polinomial.
En esta seccion se presenta un algoritmo para generar una RCG que permita reconocer
el orden de las instancias de las variables de cualquier SAT.

Sea una férmula booleana:

F:LlleQSQ ...Smfle,

donde los L;Vi: 1 <i <m son literales que representan una variable o su negaciéon
(dos literales L, y L, pueden representar la misma variable) y los S;Vi: 1 <i<m—1
son los operadores booleanos de disyuncion y conjuncién segun corresponda. Ademas
se define la funcién equals(Ly, Ly) que recibe dos literales de F'y devuelve verdadero
o falso en dependencia de si los literales corresponden a la misma variable o no.

Ahora dada un férmula booleana F', con m literales y n variables se define la
gramatica G.q como sigue:

Gord = (NvTa‘/aPVS’)a
donde:

= N = {57"47317B27"'7Bn7017027---70n}
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» 7 =4{0,1,d}.
 V={X1,Xo,.... X0, Y}
= El conjunto de clausulas P es el siguiente:

1. S(X) = A(X)
2. A(X1X2... Xm) = Bi(Xay, - Xay 5 )B2(Xag, - Xag 5. ) oo Ba(Xap 1 - X,

CRan By T2 By T By
3. B;i(1Y) — Eq(Y,111...1)Vi: 1<i<n
Bi
4. B;(0Y) — Eq(Y,000...0)Vi: 1<i<n
Bi

= Fl simbolo inicial es S.

Cada una de las variables X;V1 <1i <mn en G,.q corresponde al literal L; de F'.
Ademiés se cumple que el conjunto {ay1,...,018,,021,---,02 8y, --,0n 1., 3, }
es una permutacion de los los nimeros del 1 al m y para todos los conjuntos 5; =
{ai,...,a;8}Vi: 1 <i<n secumple equals(L,,Ly) es verdadera para todos los
pares z,y tales que x #yAz,y € 5;.

Observe que en la construccion de G, a cada variable se le asigna un literal de
F', lo que significa para una cadena reconocida por G, cada caracter asociado a
una variable X; representa el valor de verdad para la variable asociada a L; en F.
El funcionamiento de la gramatica se basa en reconocer los rangos de la cadena de
entrada que representa la asignacion a los valores de las instancias de las variables en
F y a cada rango se le asocia una variable de G,,.4. Luego las variables que en G4
que corresponden a una misma instancia de una variable en F' se agrupan en un solo
predicado comprobando que todas tengan el mismo valor de verdad.

Siguiendo la estrategia de [1] y [12] solo resta interceptar la gramética generada
con el autémata booleano correspondiente a F' y comprobar si el lenguaje generado
es no vacio. En la proxima seccién se aborda el problema de interceptar una RCG
con un autémata finito.

5.2.3. Problema del vacio para la intercepcién de una RCG
con un autémata finito

Primeramente como se mencioné en el capitulo 1 toda CFG tiene una RCG equi-
valente asociada y a su vez todo autémata finito tiene una CFG equivalente asociada
[10], por lo que dado un autémata finito se puede construir una RCG que sea equiva-
lente. Entonces la intercepcion de una RCG y un autémata finito puede ser descrita
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mediante otra RCG, el problema aqui es como se mencion6 anteriormente el proble-
ma del vacio para una RCG es indecidible. Por tanto este enfoque no es valido para
analizar el problema descrito en esta seccion.

En [2] se menciona que el problema del vacio para la interseccién de un lenguaje
regular y una RCG es un problema NP-Completo y se demuestra con una reduccion al
3-SAT. En el caso que ocupa el estudio de este trabajo se puede hacer una reduccién
parecida tomando como referencia los resultados de las 2 secciones anteriores que
permiten reducir este problema al SAT.

En la literatura consultada no se encontré un algoritmo que permitiera resolver
este problema, por tanto encontrar un algoritmo especifico para este problema puede
constituir una via diferente para resolver el SAT.

En siguiente seccién se presenta otra via de solucién para el SAT que usa el
problema de la palabra para las RCG.

5.3. Solucién del SAT usando el problema de la
palabra

En la presente seccion se propone utilizar gramaticas de concatenacion de rango
para definir el enfoque descrito en el capitulo 4, el cual se basa en buscar un formalismo
que reconozca las férmulas booleanas satisfacibles.

5.3.1. Lg_gur como lenguaje de concatenaciéon de rango

Como se mostré en una secciéon anterior el lenguaje Lo puede ser reconocido
mediante una RCG. Entonces siguiendo con la idea abordada en las secciones del
capitulo 4, que busca definir Lg_g47 mediante una transduccion finita, se puede
tratar de definir Lo para la transduccién finita mediante una RCG. El problema
radica en que las RCG no son cerradas bajo transduccion finita como se mencion6
en el capitulo 1. Por ello no se puede asegurar que al aplicarle el transductor Tgar a
la RCG que reconoce el lenguaje Lo 1 se obtenga una RCG, por lo cual no se puede
realizar el analisis del problema de la palabra como mismo se hizo con las gramaticas
de indice global en el capitulo 4.

Ahora se pudiera profundizar en qué tipo de formalismo se obtiene al aplicar el
transductor Ts 47 sobre la RCG que reconoce Ly 1 y realizar un analisis de la comple-
jidad del problema de la palabra para dicho formalismo. El cual automaticamente se
demuestra que es NP-Duro, porque tiene una reduccién directa al SAT. Otro aspecto
a considerar seria investigar qué propiedades de las RCG limitan que estas no sean
cerradas bajo transduccion finita y dado esas propiedades identificadas comprobar si
todavia es posible reconocer el lenguaje Lo 1.
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A continuacién se presenta otro enfoque distinto para generar Lg_g47 que no
emplea la transduccion finita, la cual se basa en una RCG que reconozca los problemas
SAT satisfacibles.

5.3.2. Otro enfoque para generar Lg_gr

En esta seccion se presenta una RCG que es capaz de reconocer las féormulas
booleanas satisfacibles.

La idea detras de esta gramatica es la misma vista en el capitulo 4 cuando se de-
fini6 Lg_g47 mediante una transduccién finita: obtener un formalismo que permita
reconocer si un SAT es satisfacible y para comprobar si un SAT es satisfacibles enton-
ces solo es necesario analizar el problema de la palabra. En la definicion de Lg_gar
mediante una transduccién finita se genera mediante el lenguaje Lo todas las po-
sibles interpretaciones de cualquier férmula booleana y luego el transductor Tg_gar
genera todas las posibles formulas booleanas satisfacibles segiin las interpretaciones
generadas por Lo 1. Aqui en cambio se presenta un RCG que reconoce las férmulas
booleanas satisfacibles, la cual se basa en generar mediante el reconocimiento de la
cadena original todas las posibles interpretaciones de la formula booleana que satis-
facen la primera clausula y luego comprobar si dicha intercepcion satisface el resto de
las clausulas.

Para reconocer Lg_gar define la siguiente RCG:

Gg-sar = (N,T,V,P,5),
donde:
« N={S/A,B,C,P,N,Cp,Cn}
» T ={a,b,c,d}.
» V=A{X)Y, X1, X2}
= El simbolo inicial es S.

A continuacién se desglosa el conjunto de clausulas P en varias en 4 fases agru-
pando las clausulas por funcionalidad. La primera representa la derivaciéon inicial de
la gramatica. La segunda se encarga de generar todas las posibles interpretaciones
de las variables que satisfacen la primera clausula. La tercera comprueba que la in-
terpretacién definida en la fase anterior sea satisfacible para el resto de las clausulas.
Por 1ultimo la cuarta fase define el algoritmo para determinar si una intercepcién sa-
tisface una clausula dada. Finalmente si para una cadena que representa una formula
booleana existe una secuencia de derivaciones desde el predicado inicial pasando por
cada fase hasta la cadena vacia entonces la cadena se reconoce:
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Primera fase: Representa la clausula de derivacion inicial de la gramatica:
1. S(X) — A(X)

Segunda fase: El siguiente conjunto de clausulas genera la cadena de 0 y 1
que que da valores a las variables de la férmula booleana:

2. A(aX) — P(X,1) 12. P(cX,Y)— P(X,Y1)
3. A(aX) — N(X,0) 13. P(cX,Y)— P(X,Y0)
4. A(bX) — N(X,1) 14. P(dX,Y)— B(X,Y)

Z jgg;j?ﬁ;% 15. N(aX,Y) = P(X,Y1)
7 AleX) _>N(X:0) 16. N(aX,Y)— N(X,Y0)
8. P(aX.V) - PX.Y1) 17. N(bX,Y) = N(X,Y1)
9. P(aX,Y)— P(X,Y0) 18. N(bX,Y) — P(X,Y0)
10. P(bX,Y)— P(X,Y1) 19. N(cX,Y) = N(X,Y1)
11. P(bX,Y) — P(X,Y0) 20. N(cX,Y)— N(X,Y0)

El predicado A representa el predicado por donde inician las derivaciones de
esta fase, de este se deriva a los predicados P (representa que la clausula de la
féormula booleana se encuentra en un estado de verdad positivo) y N (representa
que la clausula de la féormula booleana se encuentra en un estado de verdad
negativo) en dependencia del valor asignado. El predicado P deriva hacia si
mismo independientemente del simbolo, exceptuando el simbolo d, caso en el que
se procede a la siguiente fase. El funcionamiento de esta fase es practicamente el
mismo que el del transductor Ts47: a partir de un estado de una variable en la
férmula booleana y una asignacién que se le haga a la misma pasar a un estado
positivo o negativo que representa el valor de verdad actual de la clausula.

Tercera fase: El siguiente conjunto de clausulas se encarga de un mecanismo
de iteracion que le permite a la gramética reconocer si la asignacion realizada
en la fase anterior es valida para las restantes clausulas de la formula booleana.

21. B(deXQ,Y) — C(Xl,Y)B(XQ,Y)
22. B(e,Y)—e¢
El predicado B permite realizar la iteracion sobre las clausulas restantes mien-

tras que el predicado C' comprueba que la clausula de la férmula booleana actual
sea satisfacible, comportamiento que se encuentra definido en la cuarta fase.
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» Cuarta fase: Solo resta definir el comportamiento de C', que recibe una clausula
y una intercepcién de las variables y comprueba que dicha intercepcion sea
satisfacible para la clausula analizada:

23. C(X,Y) = Cn(X,Y) 30. Cp(aX,1Y) — Cp(X,Y)
24. Cn(aX,1Y) — Cp(X,Y) 31. Cp(aX,0Y) — Cp(X,Y)
25. Cn(aX,0Y) = Cn(X,Y) 32. Cp(bX,1Y) — Cp(X,Y)
26. Cn(bX,1Y) — Cn(X,Y) 33. Cp(bX,0Y) — Cp(X,Y)
27. Cn(bX,0Y) — Cp(X,Y) 34. Cp(cX,1Y) — Cp(X,Y)
28. Cn(cX,1Y) — Cn(X,Y) 35. Cp(cX, OY) — Cp(X,Y)
29. Cn(cX,0Y) — Cn(X,Y) 36. Cp(e,e) —

Observe que este funcionamiento es exactamente igual al de la primera fase
con un predicado que representa un estado positivo (Cp) y un predicado que
representa un estado positivo (Cn) pero esta vez no se genera la cadena sino
que se comprueba con un patron, el cual se predefine en la segunda fase y pasa
a las siguientes mediante las derivaciones de la gramatica.

A continuacion se demuestra que el lenguaje reconocido por Gg_ga7 es exacta-
mente igual al lenguaje que representa todas las férmulas booleanas satisfacibles.

Demostracién de la gramatica Gg_gar

La idea para la demostracion de que el lenguaje reconocido por Gg_ga7 es exac-
tamente igual al lenguaje que representa todas las férmulas booleanas satisfacibles
se basa en demostrar el correcto funcionamiento de las 4 fases de la gramatica. Pri-
meramente demostrar que el predicado C' que pertenece a la cuarta fase reconoce los
argumentos X y Y si y solo si YV satisface la clausula de la féormula booleana aso-
ciada a X. Posteriormente demostrar que el predicado B asociado a la tercera fase
reconoce los argumentos X y Y si y solo si Y satisface todas las clausulas asociadas
a X, funcionamiento presente en la segunda clausula. Luego demostrar que el con-
junto de cadenas () formado por todas las cadenas Y tales que existe una secuencia
de derivaciones desde del predicado A(X;) hasta B(X2,Y) es exactamente igual a
al conjunto de todas las interpretaciones que hacen verdadera la primera clausula
de X1, funcionamiento presente en la primera clausula. Por tltimo demostrar que el
conjunto de cadenas X que son reconocidas por el predicado inicial S es exactamente
igual al conjunto de la representacién de todas las férmulas booleanas satisfacibles.

A continuacién se presenta la demostracién para el funcionamiento de cada fase:
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» Cuarta fase: Dado el predicado C'(X,Y).

Para demostrar el funcionamiento de la cuarta fase primeramente suponga que
la formula booleana asociada a X, la cual se denomina F). es satisfacible por
Y, entonces se debe demostrar que existe una secuencia de derivaciones desde
C(X,Y) hasta la cadena vacia. Como Y satisface a F}, debe existir una variable
sin negar a la cual se le da como valor un 1 o un variable negada con valor 0,
sin pérdida de la generalidad se dice que la primera variable que cumple esto
es la i-ésima variable. Por tanto pueden darse 2 casos, el i-ésimo caracter de X
es a 'y el i-ésimo caracter de Y es 1 o el i-ésimo caracter de X es b y el i-ésimo
caracter de Y es 0. Del predicado C' automaticamente se deriva al predicado Cn,
la tinica derivacion de la gramatica donde se deriva del predica del predicado
Cn a Cp es precisamente la combinaciéon de una a y un 1 ode una by un 0 y
como Y satisface F, esta combinacion existe. Por ultimo Cp siempre deriva en
si mismo o en la cadena vacia por lo tanto queda demostrado que existe una
secuencia de derivaciones desde C'(X,Y) hasta la cadena vacia.

La demostracién del funcionamiento de la cuarta fase la completa el hecho de
que si C(X,Y) es reconocido entonces Y satisface a X. Por la estructura de la
gramatica si existe una secuencia de derivaciones desde C'(X,Y) hasta la cadena
vacia entonces hay una derivacion desde Cn hacia Cp y esta derivacion solo es
posible por una combinaciéon de una @ y un 1 o de una b y un 0, por lo tanto
una de estas combinaciones existe. Luego existe en F} una variable sin negar
con valor 1 o una variable negada con valor 0 lo cual implica que Y satisface
F.

» Tercera fase: Dado el predicado B(X,Y).

Para demostrar el funcionamiento de la tercera fase se hara una inducciéon sobre
la cantidad de clausulas n de la formula booleana asociada a X. Para n =1 se
cumple que los rangos asociados a las variables X7 y X9 son X sin su tultimo
caracter y la cadena vacia respectivamente, por tanto B(X,Y’) se reconoce por
la gramatica si y solo si C'(X1,Y") se reconoce y esto solo es posible si Y satisface
a X1, por lo que se demuestra el caso base. Se asume para n =k y se demuestra
para k+ 1, en todas las posibles sustituciones en rango de X7 y Xa, C(X1,Y)
solo se reconoce si | X1| = |Y|, entonces el caso de sustitucién en rango que ocupa
a la demostracién es si |X| = |Y|. Luego Y satisface todas las cldusulas de X
si y solo si satisface X7 y Xy y precisamente B(X,Y") se reconoce si y solo si se
reconoce C'(X1,Y) y B(X2,Y), C(X1,Y) se demuestra por el funcionamiento
de la cuarta fase y B(X2,Y) se demuestra por hipdtesis de induccién.

» Segunda fase: Dado el predicado A(X).
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Para la demostracion del funcionamiento de la segunda fase se utilizan 2 con-
juntos W representa el conjunto de todas las cadenas que satisfacen la primera
clausula de la férmula asociada a X (Fi;) y @ que representa el conjunto de
todas las cadenas Y tales que existe una secuencia de derivaciones desde A(X)
hasta B(Z;,Y), donde Z, esta conformada por todas las clausulas de X menos
la primera. Dadas estas definiciones es necesario demostrar que W = @, para
ello se debe demostrar que W CQAQ C W.

Para demostrar que W C (@), sea w una cadena tal que w € W, es decir, w
satisface la primera Fj,. Por tanto en Fi, existe una variable sin negar con
valor 1 en w o existe una variable negada con valor 0 en w, lo que representa
una combinacion de una a y un 1 o de una b y un 0 en una de las derivaciones
de la segunda fase. Por la estructura de la gramatica del predicado A solo
hay derivaciones a P con una de estas 2 combinaciones, el resto son hacia
el predicado N y del predicado N solo hay derivaciones a P con una de las
combinaciones anteriores. Por tanto como existe una combinacién de una a y un
1 o de una b y un 0, existe una secuencia de derivaciones que lleva del predicado
A al predicado P pasando por N o sin pasar por N. Como el predicado P solo
tiene derivaciones hacia si mismo o hacia B(Z,,Y’) por lo tanto se cumple que
wE Q.

Para demostrar que Q C W, sea ¢ una cadena tal que ¢ € @), es decir, existe una
secuencia de derivaciones desde A(X) a B(X,Y) con ¢ =Y. Por la estructura
de la gramatica solo se puede derivar al predicado B desde el predicado P y a
su vez a este predicado solo se puede derivar mediante una combinacion de una
ayun 1 odeuna by un 0 en la gramatica. Por tanto Fi, tiene una variable
sin negar con valor 1 en ¢ o una variable negada con valor 0 en ¢q. Entonces se

cumple que ¢ satisface a Fi, por lo que ¢ € W. Por tanto queda demostrado
que Q =W.

» Primera fase: Dado el predicado S(X).

Para demostrar que el lenguaje reconocido por Gg_ga7 es exactamente igual
al lenguaje que representa todas las formulas booleanas satisfacibles se define el
lenguaje Ly 4, que representa el lenguaje de todas las cadenas reconocidas
por Gs_gar, es necesario demostrar que Lg_saT = LGy ¢ rp-

Sea una féormula booleana satisfacible F' y sea X su representacion como cadena,
entonces existe una cadena binaria w que satisface F. Como w satisface F'
entones w pertenece al conjunto de cadenas que satisfacen a la primera cldausula
de F, entonces existe una secuencia de derivaciones desde el predicado S(X)
hasta B(Z,,w) y como w satisface todas las cldusulas de F' entonces B(Z,,w)
deriva en la cadena vacia por lo que X es reconocida por Gg_gar, lo cual
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implica que Ls—sa7 € LGy gar-

Sea una cadena X reconocida por Gg_ga7 vy sea F' la formula booleana asociada,
entonces existe una cadena binara ¢ tal que existe una secuencia de derivaciones
desde A(X) a B(Z,,q) y de B(Z3,q) a la cadena vacia, por tanto ¢ satisface a
la primera clausula de F' y a las restantes también, luego ¢ satisface a F', por
lo que F es satisfacible, lo cual implica que Lgg ¢, € Ls—_sar. Por tanto se

demuestra que Lgg ¢, = Ls—saT-

En la siguiente secciéon se presentan un ejemplo del funcionamiento de Gg_gar.

Ejemplo de reconocimiento de Gg_gar

En esta seccion se presentan 2 ejemplos del funcionamiento de Gg_ga7 en el
primero se muestra como se reconoce la cadena asociada a la formula booleana 1 V
ro Ax1 A—xe ¥ en el segundo se muestra como no se reconoce la féormula booleana
asociada a x1 A —x1.

La cadena asociada a x1V xo Az A —xo es aadacdcebd, la secuencia de derivaciones
asociada a esta cadena en Gg_gar es la siguiente (después de cada derivacion se
especifica la clausula usada para la derivacién y los rangos asociados a las variables):

1.
2.

10.
11.
12.
13.

S(aadacdcbd) — A(aadacdcbd): c-1, X = aadacdcbd
A(aadacdcbd) — P(adacdebd, 1): c-2, X = adacdcbd
P(adacdcbd, 1) — P(dacdcbd, 10): ¢-9, X = dacdebd Y =1
P(dacdebd, 10) — B(acdcbd, 10): ¢-14, X = acdcbd Y = 10

B(cbd, 10) — C(ch,10)B(e,10): ¢-21, X1 =cb Xy =€ Y =10

B(g,10) = e: ¢-22, Y =10

(
(
(
B(acdcbd,10) — C(ac,10)B(cbd, 10): ¢-21, X1 =ac Xo=cbd Y =10
(
(
C(ac,10) = Cn(ac,10): ¢-23, X =ac Y =10

Cn(ac,10) = Cp(c,0): =24, X =c Y =0

Cp(c,0) = Cp(e,e): ¢-35, X = YV =¢

Cp(e,e) = e: c-36

C(cb,10) — Cn(cb,10): ¢-23, X =cb Y =10

Cn(cb,10) — Cn(b,0): ¢-28, X =bY =0
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14. Cn(b,0) —» Cp(e,e): 27, X = YV =¢
15. Cp(e,e) — e: ¢-36

Como todos los predicados derivan en la cadena vacia entonces aadacdcbd es re-
conocida por Gg_g AT, lo cual coincide con el hecho de que x1V x2 Az A—xa, para la
asignacion de valores 1 =1y 22 =0.

Ahora se presenta un caso asociado a una férmula que no es satisfacible y por
tanto la cadena asociada a dicha férmula no es reconocida por Gg_ga7. La cadena
asociada a x1 A —xq es adbd, la secuencia de derivaciones asociada a esta cadena en
Gg_gar es la siguiente (después de cada derivacion se especifica la clausula usada
para la derivacion y los rangos asociados a las variables):

1. S(adbd) — A(adbd): c-1, X = abdbd
2. A(adbd) — P(dbd,1): c-2, X = dbd

. A(adbd) — N(dbd,0): c-3, X = dbd

(

3. A(

4. P(dbd,1) — B(bd,1): c-14, X =bd ¥ =1

5. B(bd,1) = C(b,1)B(e,1): 21, X1 =b Xy =e Y =1
C(b,1

6. C(b,1) > Cn(b1): 23, X=bY =1

7. Cn(b,1) = Cn(e,e): ¢-26, X = YV =¢

El predicado C(b,1) en la quinta derivacién no deriva en la cadena vacia por
tanto, después de realizar todas las posibles derivaciones y las sustituciones en rango
G's_s AT no reconoce la cadena adbd. Esto coincide con el hecho de que x1 A -z para
ninguna asignacion de valores a sus variables.

Como Gg_gar reconoce las formulas booleanas satisfacibles solo se debe analizar
el problema de la palabra para determinar si una féormula es satisfacible, por lo que el
siguiente paso es analizar el la complejidad del problema de la palabra para Gg_gar.

Analisis de la complejidad computacional del reconocimiento en Gg_gar

Como se mencion6 en el capitulo 2 no todas las RCG tienen un algoritmo de
reconocimiento polinomial y Gg_g47 es un ejemplo de ello. Observe que en la primera
fase se genera la cadena binaria que representa la asignacion de valores a las variables
booleanas y dicha cadena participa en los predicados de fases posteriores, mediante
las derivaciones de la gramatica.

Si se analiza el algoritmo de reconocimiento descrito en [5] un factor en la com-
plejidad del algoritmo de reconocimiento es la cantidad de rangos posibles para una
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cadena que se reconoce por un predicado. En este caso la cadena que representa los
valores de las variables de la formula booleana puede tomar 2" valores distintos, don-
de n es la cantidad de variables en la férmula booleana, ya que dicha cadena se genera
durante la primera fase donde la gramatica es ambigua y en cada derivacion hay deci-
siones que generan valores distintos. Entonces la cantidad de rangos serfa n?2", pero
esta es una cota burda ya que una vez generada la cadena de asignacion por la forma
de la gramatica solo se utiliza un solo rango que se va construyendo bajo demanda.

El resto de las fases de la gramética tienen una complejidad de m? donde m es la
cantidad de caracteres en la cadena de entrada, por lo que la complejidad total seria
O(2"m?).

Este es resultado demuestra que no es necesario usar el transductor Ts47 para
definir el lenguaje Lg_ga7, mediante un formalismo de escritura regulada.

En la siguiente seccién se analiza una consecuencia directa del resultado de la
gramatica Gg_gAT.

5.4. Clases de problemas que reconocen las RCG

En [4] se menciona que para todo problema en P existe una RCG que lo reconoce
en su representaciéon como lenguaje formal. Ahora, como se mostré en la seccién
anterior con la gramética Gg_gar existe una RCG que permite resolver el SAT, por
tanto como el SAT se puede reducir a cualquier problema en NP en una complejidad
polinomial, entonces para todo problema en NP también existe una RCG que lo
reconoce en su representaciéon como lenguaje formal.

En la préxima seccion se presenta un primer acercamiento para resolver las ins-
tancias polinomiales del SAT usando gramaticas de concatenacién de rango.

5.5. Instancias de SAT polinomiales empleando RCG

En esta seccion se presenta una RCG que es capaz de reconocer problemas SAT,
satisfacibles que pertenecen al 2-SAT), es decir, problemas SAT donde cada clausula
tiene a lo sumo 2 literales. La idea detras de esta gramatica es obtener una RCG que
reconozca cuando la férmula booleana pertenece al conjunto de féormulas booleanas
de 2-SAT y luego intersectar dicha gramatica con Gg_gap. Para ello se define la
siguiente RCG:

Go_sar = (N,T,V,P,S),

donde:

= N= {SaA7A07A17A27A3}



Capitulo 5. Estrategia para la solucién del SAT usando gramaéticas de concatenacion de
rango o6

» T'={a,b,c,d}.
» V={XY, X1, X5}

= El conjunto de clausulas P es el siguiente:

1. S(X) = A(X) 8. A1 (bX) = As(X)
2. A(X1dX32) = Ao(X1)A(X2) 9. Ay (cX) — Ay(X)
3. Ale

; A((](ZLXHAl(X) 10. As(aX) = A3(X)
5. 4B o o) 11, As(bX) — As(X)
6. Ao(cX) - Ag(X) 12. Ag(eX) = Ag(X)
7. Ar(aX) — As(X) 13. As(e) = e

» Kl simbolo inicial es S.

El funcionamiento de la gramadtica anterior es el siguiente: la segunda clausula
permite reconocer todas las clausulas asociadas a la cadena original. Mientras que las
clausulas de la 4 a la 13 permiten contar la cantidad de a o b en la clausula (osea la
cantidad de literales de cada clausula), para esto se definen 4 estados: se reconocieron
0 a o b, se reconocieron una a o b, se reconocieron 2 a o b y se reconocen mas de 2 a o
b, los cuales estan representados por los predicados Ag, A1, As y As respectivamente.
Se crean las derivaciones entre los predicados que representan cada estado y se deriva
en la cadena vacia desde el predicado Ay cuando el argumento es la cadena vacia, lo
que indica que la clausula tiene 2 literales.

Como para todo problema en P existe una RCG que lo reconoce en su repre-
sentacion como lenguaje formal, entonces es posible resolver las todas las instancias
polinomiales del SAT usando gramaticas de concatenacién de rango.

Si se observa el enfoque seguido en la construccion de Gg_gar, en la representa-
cion del SAT como cadena se trabaja con una instancia del SAT general por lo que
no se tienen en cuenta las propiedades especificas del problema, que en el caso de
las instancias polinomiales, es lo que permite que el algoritmo para las misma sea
polinomial.

Entonces la gramética que reconoce los problemas 2-SAT satisfacible seria:

Gs—2-s5aT7 = Gs—_saTr NGa_gAT.

Pero Gg_o_g a7 €l problema de la palabra para Gg_o_g47 es exponencial y se conoce
que para el 2-SAT existe un algoritmo polinomial.

Como para todo problema en P existe una RCG que lo reconoce en su represen-
taciéon como lenguaje formal, entonces es posible resolver el 2-SAT y todas las todas



Capitulo 5. Estrategia para la solucién del SAT usando gramaéticas de concatenacion de
rango 57

las instancias polinomiales del SAT usando gramaticas de concatenacion de rango.
Pero no se ha podido encontrar una RCG que permita reconocer problemas 2-SAT
satisfacibles en un tiempo polinomial, esto se prepone como problema abierto ya que
puede conducir a entontrar otras instancias de SAT solubles en tiempo polinomial.
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